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1. Materia Dividiendo ambos lados por z* (lo cual hace que la ecua-

cién se indefina para = 0, y se debe verificar si z(y) =0
1.1. Variables separables constituye una solucién particular al problema) se obtie-

Una ecuacion diferencial:

flz,y)dz+g(z,y)dy =0 (1)

Se llama separable si es que al multiplicarla por un factor
apropiado h(z,y) se obtiene una ecuacién diferencial de
la forma:

m(z)dz +n(y)dy =0 (2)

Que se resuelve integrando ambos términos directamente:

[m@)dz+ [away=c (3)

Donde C' es una constante de integracién arbitraria.
Ademaés, los puntos (zg,y) o (z,y0) (con zg e yo cons-

tantes) para los cuales h(z,y) se indefine pueden implicar

soluciones particulares a (1) no contenidas en la solucién

(3) de la forma:
x(y) = xo = cte (4)
y(x) = yo = cte ()
La solucién completa al problema debe incluir entonces

las funciones de este tipo que efectivamente satisfacen (1).

1.2. Ecuaciones Homogeneas

Una ecuacion diferencial:

(6)

Se llama homogenea si es que f(z,y) v g(z,y) son fun-
ciones homogeneas de igual érden k. Es decir, la ecuacién
puede reescribirse como:

f($7y)dgg—|—g($7y)dy=0

#*m(y/x) da + z*n(y/z)dy = 0 (7)

N

ne:

m(y/r)dz+n(y/z)dy =0 (8)

Realizando el cambio de variable y = ux (lo cual implica
dy = xdu+udz) se obtiene:

m(u)dx +n(u) [zrdu+udz] =0
[m(u) + un(u)] dz + zn(u)du =0

9)
(10)

Que es una ecuacién diferencial separable en las variables
x,u, y puede ser resuelta por el método de la secciéon an-
terior. La solucién a (6) se obtiene entonces de la solucién
de (10) con la sustitucién v = y/z. Sin embargo, se debe
verificar que las soluciones particulares de (10) satisfagan
efectivamente la ecuacién diferencial original (6).

1.3. Ecuaciones Exactas

Una ecuacion diferencial:

fl@y)dz +g(z,y)dy =0
Se llama exacta si es que existe F(z,y) tal que:

OF OF

= f(z,y), oy g(,y) (12)

Lo cual implica que la solucién de (11) estarfa dada por:

F(z,y)=C (13)

Donde C' es una constante de integracién que se determina
con las condiciones iniciales del problema.
De existir F', entonces se debe cumplir que:

O*F  O°F
dxdy  Oydx

-/ Pablo Marchant Campos



Y
J

De modo que para verificar si una ecuacion diferencial de
la forma (11) es exacta, se debe cumplir que:

of _ 99

oy Oz (15)

De ser asi, se puede proceder de la siguiente manera
para determinar F' (y por ende, la solucién al problema).

Se tiene:
o Jaw) (16)
F= / f(z,y)da + h(y) (17)

Para determinar h(y) derivo parcialmente con respecto a
y e igualo a g(z,y):

9 dh
a—y/f(ac,y)dx—i—d—y:g(x,y) (18)
D= ga) - 5 [ e (19)

De donde h se resuelve integrando por y.'. Con esto se
tiene la funcién F' y la solucién al problema dada por
(13).

Es importante notar que para realizar el procedimiento
anterior, es posible partir de dF/dy en ves de OF/0x en
(16) y proceder de forma similar para obtener F'.

1.4. Factores de Integracion

Toda ecuacién diferencial de la forma:

flz,y)dz+g(z,y)dy =0 (20)

Se puede transformar en una ecuacién diferencial exac-
ta multiplicandola por una funcién apropiada u(z,y) lla-
mada factor intregrante. Multiplicando por este factor se
obtiene:

f@,y)u(e,y)dz + g(z, y)u(z,y)dy =0 (21)
Si esta ecuacién diferencial es exacta, entonces se debe
cumplir que:

0

5 (o) = 5 Gepuy)  (22)

INotar que para que (19) tenga sentido, el lado derecho de la
expresién debe ser solo funcién de y (esto, debido a que h es funcién
solo de y). Si al resolver un ejercicio, al llegar a (19) esto no se
cumple, entonces puede significar que la ecuacién no es exacta, o
que se realizo un error de calculo

N
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Esto es una ecuacién diferencial parcial para u(z,y) para
la cual no existe un método estandar de solucién. Sin
embargo, para ciertos casos particulares se puede obtener
una ecuacién diferencial ordinaria para u(x, y). Considero
aqui dos casos:

w u(z,y) = u(x): Si u es solo funcién de z, (22) se

reduce a:
5 () = 5 ) (3
), = D g T (2)
1 [0f(zy) 99(z.y)|, _ du
swy) | oy oa @ &

Esta es una ecuacién diferencial separable para u(z).
Es imporante notar que esta ecuacién no tiene sen-
tido a menos que el factor de u en el lado izquierdo
sea funcién solo de x (de no ser asi, la solucién final
para u serfa funcién de x,y y no se cumpliria la su-
posicién inicial). Es decir, debe existir una funcién
de z, H(x), tal que:

1 {af(x,y) ~ 9g(z,y)
g(z,y) L Oy oz

H(z) = (26)

De cumplirse esto, puedo resolver la ecuacién sepa-

rable:
H(z)dz = % (27)
/H(x) da =In(u) (28)
u=el@de (29)

» u(z,y) = u(y): De manera similar, si u es solo funcién
de y, (22) se reduce a:

5 F@uty) = 5 G puw)  (30)
of (z,y) du _ 9g(z,y)
Iy u—+ f(l‘,y)d7y = o (31)
1 [99(z.y) Of(zy)] _ du
flz,y) | Oz dy dy (32

Esta es una ecuacién diferencial separable para u(y),
y al igual que antes, no tiene sentido a menos que el
factor de u en el lado izquierdo sea funcién solo de

r
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y. Entonces, debe existir una funcién de y, H(y), tal
.2

que
1 [Og(z,y) Of(z,y)
H(y) = { — 33
) flay) | Ox Ay 33)
De cumplirse esto, puedo resolver la ecuacién sepa-
rable:
du
H(y)dy = -~ (34)
[ @y =) (35)
u=eHWdy (36)

En ambos casos, omiti posibles constantes de integra-
cién ya que simplemente se requiere cualquier funcién que
cumpla la condicién (22).

Una ves se obtiene un factor integrante u(z, y), se puede
resolver (21) mediante el método descrito en 1.3.

1.5. Ecuaciones Lineales (de primer or-

den)

Una ecuacion diferencial de la forma:

W)Y 4 gy = f(x)

Ia (37)

Es llamada ecuacién diferencial de primer érden. Para
solucionarla parto dividiendola por h(x):

dy f(z)

g(z)

@ @) h) )
Que por comodidad reescribo como:

dy

e P(z)y = Q(x) (39)

Multiplicando ambos lados por exp( [ P(z)d z) obtengo:

efP(z)dz%JrefP(z)de(x)y:Q(I)efp(x)dz (40)
d
1z [@fP(z)dzy] _ Q(I)efP(m)dz (41)

2Notar que la expresién para H(y) resultante, se puede obtener
de H(z) en (26) alternando las derivadas parciales 9/0xz — 9/0y,
8/0y — 9/0x y las funciones f(z,y) — g(,1), 9(@,y) — f(z,).
Esto es de esperar debido a la simetria del problema

N
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Lo cual se resuelve inmediatamente por integracion:

efP(z)dmy:/Q(x)efP(ac)dzdm+C

[ Qe P@dzqg 4 C
o efP(z)dx

Y

Donde C' es una constante de integracién arbitraria.

1.6. Ecuacion de Bernoulli

La ecuacion diferencial de Bernoulli es:

Yy playy = Qa)y”

Ia (44)

Para el caso particular n = 1, la ecuacién es separable.
Para n # 1, la ecuacion se puede reducir a una ecuacién

lineal de primer orden. Para ello, multiplico la ecuacién
n

por (1 —n)y~™

dy

1=y SY (1 g P(@) = (1 @) (45)
AU 4 (=P = (- n)Q() (10)

Realizando la sustitucién v = y' =", obtengo una ecuacién
diferencial lineal para wu:

o+ (1=n)P(z)u=(1-n)Q(x) (47)

Que se puede resolver para u mediante el método descrito
en 1.5, y se obtiene la solucién en y como y = u!/(1—")

2. Problemas

2.1.

El movimiento unidimensional 2(¢) de un cuerpo sujeto
a una fuerza de roce proporcional a su velocidad y a una
fuerza constante F, satisface la ecuacion diferencial:

d2z
a1

dzx

=T

+ F.

Mediante un cambio de variables apropiado, transforme
esta ecuacion en una ecuacién de variables separables.
Luego, resuelva la velocidad limite del cuerpo y obtenga la
solucién para z(t) dadas la posicién inicial xg y velocidad
inicial vg.

r
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2.2.

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
w 2xydax+ (22 +9y?)dy =0

s (z+y)de—(z—y)dy=0

2.3.

Demuestre que la ecuacién diferencial:

zy+1
Y

2y —
Y

es exacta y resuelvala.

2.4.

Demuestre que la siguiente ecuacién diferencial no es
exacta:
(e® —sin(y))da + cos(y)dy =0 (48)

Y luego resuelvala sabiendo que tiene un factor integrante
que es solo funcién de z.

2.5.

Obtenga la solucién particular de las siguientes ecua-
ciones diferenciales:
vy 4+ ycos(z) =sin(2z)/2, y(0)=1

s (z —sin(y))dy +tan(y)dz =0, y(1)=x/6

2.6.
Considere la ecuacion diferencial de Ricatti:
y' = fo(z) + fi(x)y + fa(z)y?, f2(x) # 0

Si y1(z) es una solucién particular de esta ecuacién, de-
muestre que la sustitucién

1
Yy=y+—
U

transforma la ecuacién de Ricatti en una ecuacion lineal
de primer orden. Utilize este resultado para resolver:

y' = 2tan(z)sec(z) — y?sin(x), yi(z) = sec(x)

N
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2.7.

Obtenga la solucion general de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

v 2y —y(2zyln(z) —1) =0

» 2cos(z)y?y’ = y®sin(z) — 2 cos(z)y®

3.
3.1.

Tengo la ecuacién:

Soluciones

d?z

m—

d 2

Tomando v = dz/dt, obtengo una ecuacién diferencial
lineal de primer orden:

dzx
=—k—+F, 4
T (49)

dv
Esta ecuacién es equivalente a:
dv F.
— = —k(v—- =t 1
mT <v k‘> (51)
Si realizo ahora el cambio de variable:
F, du dv
= —_ — _—— 2
YTV R ar T e (52)
La ecuacién diferencial (51) queda:
du
— =k 53
mT u (53)

Que es una ecuacién simple de variables separables. Re-
solviendola obtengo:

du_ _F gy (54)
u m

k
Inful|=—-—t+C (55)

m
lu| = eCekt/m (56)
u = teCekt/m (57)
u= Ae~kt/m (58)

Donde A = 4e¢, es una constante que depende de las
condiciones iniciales. Reemplazando u por (52) obtengo
la solucién para v:

F.

v(t) = Ae kt/m 4 T (59)

-/ Pablo Marchant Campos
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De lo cual se resuelve inmediatamente la velocidad limite a una ecuacion diferencial de variables separables:

del cuerpo: 2udx + (1 +u?)(udz+xdu) =0 (69)
1 o T (0) Bu+v*)de+z(1+u*)du=0 (70)

Viim = lim v(t) = == 60 d 1 2
100 k T qu=o0 (71)

3u + u3
Utilizando la velocidad inicial vg puedo determinar el va- / dz / 1+ u? du=C (72)

lor de la constante A en (59): 3u + u?
I3 lnm+§ln(3u+u )=C (73)

0)=vg=A+ = 61
v(0) =0 k (61) BBut+ud)=A (74)
F.
A=wg— & (62) Reemplazando por u = y/x se obtiene la familia de
soluciones:
Y la expresién para la velocidad queda: 302y + 45 = A (75)
E. F. = La ecuacion se puede reescribir como:
oft) = (10— 5 ) eim 4 3 (63)
x(l+g>dx—x(177)dy—0 (76)
x
Integrando este resultado obtengo la posicién del cuerpo: De donde se ve que los coeficientes de dx y dy son
funciones homogeneas de érden igual a 1. La susti-
~m (F. —ktym | Fe tucién y = ux, dy = udx + zdu conduce entonces
(t) = 'k <k N UU) ¢ + ?t +B (64) a una ecuacién diferencial de variables separables:

I+u)de+ (u—1)(udz+zxdu) =0 (77)
(1+v?)de+2z(u—1)du=0 (78)

dx u—1
m ([ F,
m(O):xO:? <kvo> +B (65) - quldu—O (79)

dz
F, _
B=uo— (25— (66) / (/2+1“ (80
k \ k
Inz + 3 ln(u +1) —arctanu = C (81)

Ocupando la posicién inicial zy resuelvo B:

por: Reemplazando por u = y/x se obtiene la familia de
soluciones:

m [ F, kt/m F, 2
2(t) = = <k - vo> (e kt/m _ 1) +ott o (67) Inz +1In (\/ % + 1) —arctan(y/z) = C  (82)

In (\/y2 + x2> —arctan(y/x) =C  (83)
3.2. 1

5 In (y* + 2?) — arctan(y/z) = C  (84)

= La ecuacién se puede reescribir como:

3.3.
2
z? (2%) do + 22 (1 + (%) ) dy=20 (68) La condicién para que la ecuacién sea exacta es:

0 [xy+1 d [2y—=x 85
De donde se ve que los coeficientes de dx y dy son Oy [ Y } ox [ y? ] (85)
funciones homogeneas de 6rden igual a 2. La susti- 1 1
tucién y = ux, dy = udx + xdu conduce entonces I EE) (86)

Y Y
N\

p
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Por lo tanto, la ecuacién diferencial es exacta y existe
F(z,y) tal que:

oF zy+1 OF 2y—x
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Al multiplicar la ecuacién diferencial por este factor inte-
grante obtengo la siguiente ecuacion diferencial exacta:

(1 —sin(y)e™®)dx + cos(y)e *dy =0 (100)

- = 87
Ox y Ay y? 87)
. . . Procedo a resolverla. Para ello, busco F(z,y) tal que:
Utilizo la derivada parcial de F' con respecto a x:
OF ) Cw oF a
OF azy+1 — = (1 —sin(y)e™™), — =cos(y)e (101)
— = (88) Ox Ay
ox Y
22z Ocupo la ecuacién con la derivada parcial con respecto a
F(z,y) = o + — +h(y) (89)
y :
oF x dh
il T OF "
o (90 Gy = coslw)e (102)
Pero por (87) tengo que: F(z,y) = sin(y)e™ + h(z) (103)
OF dh
z dh 2y—z — = —sin(y)e " + — (104)
oy = 91
e + dy e (91) ox dzx
P tilizando (101) t :
De lo cual se resuelve facilmente h(y): ero utilizando (101) tengo que
dh
dh 2 —sin(y)e™ + — =1 —sin(y)e™™ (105)
— == (92) dz
dy y
h(y) = 21n(y) (93) De lo cual resulta trivial resolver h(zx):
De modo que: ﬂ -1 (106)
) dx
F(z,y) = % + g +21In(y) (94) h(z) = (107)
D F :
Y la solucién general a la ecuacion es: e modo que F(z,y) es
5 F(z,y) =sin(y)e™ + z (108)
T T
—+ - +21 =C 95
2 + Y +21n(y) (9) Y la solucién a la ecuacion diferencial queda:
3.4. [sin(y)e* + 2 =C]| (109)
De ser exacta la ecuacién, se debiese cumplir que: 3.5
ag(e”” —sin(y)) = aﬁ cos(y) (96) » Tengo la ecuacién diferencial lineal:
Y x
—cos(y) =0 (97) y' + ycos(z) = sin(2x)/2 (110)
De lo cual se ve que no se cumple la condicién, y por lo Multiplico por el factor el cos(z)dz _ gsin(z).
tanto, la ecuacién no es exacta. Para encontrar un factor . . .
integrante utilizo (26): S @yl 4 (@) cog(z)y = @ sin(22) /2 (111)
d r . .
1 —_— esm(m)y} = ™) gin(x) cos(x) (112)
= — =-1 98 [
(@) = o [ o5 (98) da |
. ST /esm(x) sin(x) cos(z)dx (113)
Por lo cual, usando (29) obtengo el factor integrante:
wlz) = ef ~ 47 = ¢ (99) ey — [ sina) d sin(w) (114)
N 'd
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La integral se resuelve facilmente usando integracion

por partes, con lo cual se obtiene:
esin@)y — (sin(z) — 1)esm(x) +C
y = (sin(z) — 1) + Ce™ 5@

(115)
(116)

Utilizando la condicién inicial y(0) = 1, resuelvo la

constante C:

l1=-14C
c=2

Por lo cual la solucién particular queda:

y = (sin(x) — 1) + 2¢~ 5@

(117)
(118)

(119)

= Para resolver esta ecuacion, considero x como la va-
riable dependiente. La ecuacion diferencial es equi-

valente a:

dx
z —sin(y) + tan(y)— =0
(1) + tan(y) -

(120)

Divido por tan(y) (en el caso tan(y) = 0 — y =
nm,n € Z, tengo dy = 0 y se verifica facilmente
que y = nmw,n € Z es una solucién particular de la

ecuacién diferencial original):

LL
dy tan(y)

x = cos(y)

(121)

Que es una ecuacién diferencial lineal para z. Multi-

plico por el factor e/ 4¥/tn¥) = gin(y):

sin(y)j—z + cos(y)z = sin(y) cos(y)

i [sin(y)x] = %sin(Qy)

dz
sin(y)x = 7% cos(2y) + C
cos(2y) C

4sin(y) = sin(y)

(122)
(123)
(124)

(125)

Utilizando la condicién inicial y(1) = 7/6 resuelvo
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3.6.
Tengo:

1
y=yr+571/=w—hfw (129)

Reemplazando en la ecuacion de Ricatti obtengo:
.1, 1 11°
Vi = 2w = fol@) + fulz) \y + |+ fal@) |y + | (130)

Y, — %u’ = fo(z) + f1(x) {y1 + 1}
(131)
+ fa(z [yl +27 }

Yo~ ol = fola) + File) + 2

21/1f2( ) fz(fC)

U u?

(132)

+ fa(z)y?

Reordeno terminos obteniendo:

o= gt = o) + falelun + ()]

n f1+2y1 fa(x) n fa(z)

U u?

(133)

Pero como y; es solucién de la ecuacién diferencial de
Riccati, cumple que:

= fo(z) +fi(@)y + fa(2)y? (134)

Por lo cual (133) se puede reescribir como:

Multiplico por —u?:

—(fi +2y1 f2(z))u + — f2(7) (136)
[+ (f1+ 2 fol@))u = —fo(@) | (137)

Que es una ecuacién diferencial lineal para u.

C: Procedo ahora a resolver:
1
1= -3t 2C (126) ¢/ = 2tan(x)sec(z) — y?sin(z), yi(x) = sec(z) (138)
C = g (127) En este caso tengo:
Y la solucién particular queda: fo = 2tan(z)sec(z), f1 =0, fo=—sin(zx) (139)
~ cos(2y) 5 (128) Por lo tanto, (137) queda:
Asiny)  8sin(y) v — 2tan(z)u = sin(z) (140)
N 'd
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Multiplico por el factor e/ ~2tan(@)dz — ¢og2(y)
cos?(z)u’ — 2sin(z) cos(z)u = cos®(z)sin(x)  (141)
L [eos?(@)u] = cos’ (@) sinr)  (142)
cos? ()u = / cos?(z)sin(z)dz  (143)
cos? (x)u = —/cos2(x) d(cos(z))  (144)
cos?()u = —% cos¥(z) +C  (145)
"= —% cos(x) + Csec?(z)  (146)

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial
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Por lo cual la solucién final a la ecuacién diferencial
es:

1
= 157
v —zIn*(z) + 2C (157)

Divido la ecuacién por y? (La ecuacién resultante
no es valida para y = 0, pero se ve facilmente que
y = 0 constituye una solucién particular a la ecuacién
original) con lo cual obtengo:

2cos(x)y = ysin(zx) — 2 cos(x)y? (158)

1
Y -5 tan(z)y = —y° (159)

©es: Que es una ecuacion de Bernoulli con n = 3. Multi-
1 plico por (1 —n)y=" = —2y~3:
y = sec(x) + (147)
—cos(z)/3 + Csec?(z) “2y~%y 1 tan(z)y 2 = 2 (160)
3-7. H [y_Q] —l—tan(m)y‘Q =2 (161)
= Tengo: Realizo el cambio de variable © = y~2 con lo cual
oy — y(2eyIn(z) — 1) = 0 (148) obtengo una ecuacién diferencial lineal para u:
1
v oy=2 In(z)y? (149) % + tan(z)u = 2 (162)
Es.to es una ecuaci_oil iie be_rél.oulli con n = 2. Multi- Multiplico por el factor ¢ [tan(@)dz _ go (2):
plico por (1 —n)y " = —y~ =%
1 du
—y 2y — 2yt = —2In() (150) sec(m)a + sec(z) tan(x)u = 2sec(x) (163)
T
4 [y~ - lyfl = —2In(x) (151) 4 [sec(z)u] = 2sec(x) (164)
dzx x da
Tomo u = y~' con lo cual obtengo una ecuacién Integrando obtengo la solucién:
diferencial lineal:
1 sec(x)u /sec x)dx (165
v — —u=—-2In(x) (152) (e)u = (z) d (165)
r _o (tan(x —i—secx) A (166)
Multiplico por e~ J(1/x)dz — 1 /g sec(w)u = sec() (tan(z) + sec(x)) z(
t
d lu _ 2In(2) (153) Sec(x)u:2/{(an(x)sec( +sec x )] dz (167)
dz x (tan(z) + sec(z
1 In(z) _ 2/ d (sec(z ) + tan(z)) 168
;U = 72/ d —+ C (154) sec(x)u (sec( ) + tan( )) ( )
La integral se resuelve facilmente mediante el cambio sec(x)u = 2n(sec(z) + tan(z)) + C (169)
de variable v = In(z), con lo cual se obtiene: u = 2In(sec(x) + tan(z)) cos(z) + C cos(x) (170)
lu _ ln2(a:) LC (155) Y la solucién para y se obtiene como:
T
u= —zln*(x) 4+ 2C (156) y = [2In(sec(z) + tan(zx)) cos(z) + C cos(x 1/2(171
N 'd
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4. Mas Problemas Solucién: Primero se nota que la ecuacién diferen-

cial solo tiene sentido para x > —1. Ademads, si x #
4.1. —1,y # £7/2,437/2,..., se puede dividir la expresién

El radio en un trozo de plomo se descompone a una
razén proporcional a la cantidad presente. si un 10 % del
radio se descompone en 200 anos ;Qué porcentaje de la
cantidad inicial estara presente en un trozo de plomo lue-
go de 1000 anos?

Solucién: La cantidad z de radio contenida en el trozo
de plomo como funcién del tiempo t esta gobernada por
la ecuacion diferencial:

2 = —kx

(172)
Donde k es una constante positiva. La solucién se deter-
mina facilmente como:

z(t) = Ae™™ (173)
De esta expresién se observa que x(0) = A corresponde a
la cantidad inicial de radio. Luego de 200 anos, la cantidad
serd £(200) = Ae~2%%% Dado que para este momento, un
10 % del radio se ha descompuesto, se tiene:

£(200) = 0,9 - z(0) (174)
Ae 2% —09. 4 (175)
e 20k — 09 (176)
In(0,9)
—_ — ].
200 (177)
k = 0,0005268025785 (178)

Ahora simplemente se evalua para ¢t = 1000 con este valor
de k

z(1000) = Ae~109% ~ 05905 - A

(179)

Lo cual representa un 59,05% de la cantidad de radio
inicial.

N

por vz + 1 cosy, obteniendo:

T siny
dz + dy=20 180
1 cosy 1Y (180)

Integrando se obtiene una solucién de 1 parametro para
la ecuacién diferencial, valida bajo las condiciones espe-
cificadas anteriormente:

2(x — 2
%\/&H—l—lnkosm =C (181)
Las funciones:
T 37
=4+ +—,... 182
y 5 E5 (182)

Que fueron excluidas para obtener la solucién de un
pardmetro, son soluciones particulares.

4.3.

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homo-
geneas:

1. 2zydx + (22 +y?)dy =0

2. (z+ VY2 —2y)dy—ydz =0

Solucion:

1. La ecuacién se puede reescribir como:
2
o2 (23) dz + 22 (1 + (9) ) dy=0 (183)
x x

De donde se ve que los coeficientes de dx y dy son
funciones homogeneas de érden igual a 2. La susti-
tucion y = ux, dy = udzx + zdu conduce entonces
a una ecuacion diferencial de variables separables:

2udx + (1 +u?)(udz +xdu) =0 (184)
4.2 Bu+u*)de+z(1+u*)du=0 (185)
dx 14 u?
Encuentre una familia de soluciones de un pardametro & 3utul du=0 (186)
de la ecuacidn diferencial: da 142
/—+/73du=0 (187)
zcos(y) do+ Vo + 1sin(y) dy =0 z 13u+u
Inz+ = In(Bu+u’)=C 188
Especifique ademas el dominio en el cual tanto la ecuacién e 3 n(3u +v) (188)
diferencial como su solucién estén definidas. BBut+ud)=A (189)
Ve
-/ Pablo Marchant Campos .
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Reemplazando por u = y/x se obtiene la familia de

soluciones:
3ty +y° = A

Ademas, en (186) se dividié la ecuacién por z(3u +
u3), asi que se debe verificar si x(y) = 0y 3u +
u? = 0 son soluciones particulares de la ecuacién
diferencial. Por directa sustitucién se ve que z(y) = 0

no es solucién. Para (3u + u®) = 0 se tiene:

By/a + (y/x)* =0
322y +4° =0

(190)

(191)
(192)

Que no es mas que un caso particular de la solucién
obtenida antes.

. La ecuacién se puede reescribir como:

2
m<1+ y2y> dy—z2dz=0  (193)
X X X

De donde se ve que los coeficientes de dx y dy son
funciones homogeneas de 6rden igual a 1. La susti-
tucion y = ux, dy = udx + rdu conduce entonces
a una ecuacién diferencial de variables separables:

1+ vu?—u)(ude+zdu) —udz=0 (194)
(uvu? —u)dz+z(l+vVu?—u)du=0 (195)

dz 1 1

— 4+ | ——+—-) du=0 196
T (ux/u2u u) (196)
2(u—1)

ln(x) + \/ﬁ + ln(u) =C (197)
Reemplazando u = y/x obtengo la solucién:
In(x) + Aol +In(y/z)=C| (198)
(y/x)* —y/x

Ahora debo considerar las posibles soluciones par-
ticulares al problema. En (195) se dividié por
zuvu? — u asi que debo considerar las posibles so-
luciones particulares:

'd
.

de la misma, por lo tanto las soluciones particulares
son:

(202)

4.4.

Demuestre que la ecuacién diferencial
(42 —sinz +y*)dz — (y* + 1 — 32y*)dy = 0

es exacta, y encuentre una familia de soluciones de 1
parametro.

Solucién: Para verificar que la ecuacion diferencial es
exacta, se demuestra que la derivada con respecto a y del
coeficiente de dxz es igual a la derivada con respecto a x
del coeficiente de dy. Para el coeficiente de dx se tiene
entonces:

d

(Ty(4 ¥ —sinz +y?) = 3y? (203)

Para el coeficiente de dy resulta:

d
———(* +1 - 32y%) =3

T (204)

Con lo cual se demuestra que la ecuacion diferencial es
exacta. Esto implica la existencia de una funcién f(z,y)
que satisface:

% =42° —sinz + °
v (205)
O (21— 30y
Ay

Integrando la primera expresién con respecto a x se ob-
tiene;

fla,y) =" +cosz + 2y’ + g(y) (206)

Donde ¢(y) es una funcién cualquiera de y. Ahora, deri-
vando f(z,y) parcialmente con respecto a y, se obtiene
por (205) que:

z=0 (199) 32y + ¢'(y) = —y% — 14 323 (207)
Z-0=y=0 (200) g ) =y -1 (208)
(y/z)* = (y/2) =0=y =2z (201)  Integrando con respecto a y se determina g(y)
Por directa sustitucién en la ecuacién diferencial, se 3
verifica que las dos tltimas corresponden a soluciones 9(y) = 3 Y (209)
r
-/ Pablo Marchant Campos .
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J

Con lo cual se obtiene:

3

:ac4+cos:r—|—acy3—y——y

f(z,y) 3

(210)

Sin embargo, la ecuacién diferencial dice que d f(z,y) =
0, por lo tanto, f(z,y) = C, y se tiene la solucién:

3
x4+cosm+:cy3—%—y:(}' (211)
4.5.
Demuestre que la ecuaciéon diferencial:
APyt 4 Bamy T d e
(AzPy ¥ ) (212)

+(CzPTyd 4 D" y*)dy =0

Donde A, B,C, D, p,q,r, s son constantes no nulas, posee
un factor integrante de la forma z%® si AD — BC # 0.

Solucién: Al multiplicar la ecuacién diferencial por el
factor 2%y® obtengo:

(Axp+ayq+b+1 + B$r+ays+b+1) dax

213
+(Cmp+a+1yq+b+Dxr+a+1ys+b)dy 0( )

De ser exacta, se debe cumplir la condicién:

0
@(Axp+ayq+b+l + er+ays+b+l)
214
8 p+a+1, q+b r+a+1, s+b ( )
= %(Cx ¥4’ + Dx y° )
(g+b+ 1) AzPToyT 4 (s 4+ b+ 1)Ba" oy T
{215)

= (p+a+1)CxPToyt*® 4 (r 4 a + 1)Da" oyt
Divido esta ecuacién por z%°:

(g+b+ 1)AzPy? + (s + b+ 1)Bz"y®

216
={p+a+1)C2xPy? + (r+a+1)Dx"y* (216)

Esta ecuaciéon claramente se cumplira si:

(g+b+1)A=(p+a+1)C

(s+0+1)B=(r+a+1)D (217)

Reescribo esto como:

—Ca+Ab=(p+1)C—-(¢g+1)A

—Da+Bb=(r+1)D—(s+1)B (218)

N

r
\.

Este sistema se puede escribir matricialmente como:

(5 5) ()= (

La condicion AD — BC' # 0, implica que la matriz de 2 x 2
de la izquierda tiene inversa, y por lo tanto el sistema tiene
una solucién tnica para a y b tal que 2%y’ es un factor
integrante de la ecuacién diferencial.

-C A
-D B

(p+1)C—(¢+ 1A
(r+1)D—(s+1)B

a

) > (219)

4.6.

Un sistema eléctrico compuesto por un inductor de in-
ductancia L, una resistencia R y una fuente que aplica
una fuerza electromotriz F sin(kt) satisface:

L% + Ri = Esin(kt) (220)
Resuelva esta ecuacion diferencial.
Solucién: Se divide la ecuacion por L:
% %z =7 sin kt (221)
Luego, se multiplica esta por:
e B/LAL (222)
ek (223)
Con lo cual la ecuacién diferencial queda:
etR/L% n etR/L%i _ %etR/L sin kt (224)
%(ietR/L) = %etR/L sin kt (225)

Integrando ambos lados con respecto a t se obtiene la
solucion:

E
jetRIT — T /etR/L sinktdt (226)

E(Rsin(kt) — kL cos(kt))

—Rt/L
ce” 0 R? + k212

’[::

(227)

-/ Pablo Marchant Campos 11
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Ayudantia 2
Pablo Marchant Campos
Lunes 7 de Enero del 2008
1. Materia a[l/s]
1.1. Trayectorias ortogonales

N

Algunas veces resulta de interes, dada una familia de
curvas de la forma:

(1)

Donde C es una constante, encontrar otra familia de cur-
vas 0 = g(x,y2, B) (donde B es una constante) tal que
intersecta a todas las curvas de la forma (1) en un dngulo
fijo. En el caso de trayectoria ortogonales, este angulo fijo
es /2.

Para resolver estos problemas, derivo (1) con respecto
a

Ozf(x,y,O)

yl = i[f(x,y,C)]

e (2)

Resolviendo C' de de (1) y reemplazando en (2) o vicev-
ersa, se obtiene la ecuacién diferencial que satisface la
familia de curvas y. Considero que esta ecuacién se puede
reescribir de la forma:

(3)

Luego, considero el resultado de geometria andlitica que
indica que si dos rectas con pendientes m; y mso son per-
pendiculares, entonces satisfacen:

y' = h(zx,y)

(4)

Si quiero que las dos familias de curvas y e ys sean or-
togonales, las pendientes de sus tangentes (o sea, sus
derivadas) deben satisfacer una ecuacién similar a (4):

mimeo = -1

| n,y2)yh = 1| (5)

Entonces, una ves se tiene la ecuacién diferencial que sat-
isface y, (5) entrega la ecuacién diferencial que satisface
la familia ortogonal ys.

bll/s]
"\

Figura 1: Mezcla en un tanque

1.2. Cambio de temperatura

Si un cuerpo a temperatura T, es inserto en un medio
a temperatura T}, que se mantiene fija, se verifica exper-
imentalmente que la temperatura del cuerpo satisface la
ecuacion diferencial:

dT,
dt = _k(Tc - Tm) (6)

Donde k es una constante que depende del medio y del
cuerpo.

1.3. Mezclas

Considere un tanque que contiene una mezcla (dig-
amos, de agua con sal). Si el vélumen de la mezcla con-
tenida en el tanque se denota por V(¢)[l], la cantidad de
sal en la mezcla como x(t)[g], y ademds, al tanque entra
un flujo de agua pura de a[l/s], y sale un flujo de la mez-
cla (que se considera perfectamente homogenea) de b[l/s]

pe
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como muestra la figura 1, entonces V (¢) estd dado por:

V() =V + (a— D)t (7)
Donde Vj es el volumen inicial, y 2:(t) satisface la ecuacién
diferencial:

do T

T v ®

Que es una sencilla ecuacién separable.

Ademas, se puede considerar la concentracién C(t)[g/!]
de la mezcla, que claramente estara dada por:

x(t

(t)

Por 1ltimo, si el agua que ingresa al tanque no es pura,
si no que tiene una concentracién de sal ¢[gr/l], entonces
la ecuacién diferencial que satisface x(t) es:

C(t) = (9)

dzx

dt

T

V(t)b—i—ac

(10)
1.4. Teoremas de existencia y unicidad

Si se considera la ecuacion diferencial:

y = f(z,y) (11)
Se busca estudiar la existencia y unicidad de posibles solu-
ciones en torno a ciertos puntos.

» Existencia:! Si f(z,y) es continua en una regién D:

D:a<z<bc<y<d (12)
Y (zo,y0) € D, entonces existe al menos una solucién

a (11) que satisface la condicién inicial y(zg) = yo.

= Unicidad:Si f(z,y) y df/0y son continuas en una
region D:
D:a<z<bec<y<d (13)
Y (x0,y0) € D, entonces existe una tinica solucién a
(11) que satisface la condicién inicial y(zo) = yo.

1El Teorema de Peano es similar a este, pero considera regiones
mas generales que rectangulos

|\

1.5. Analisis de ecuaciones auténomas y

campos de direcciones

Una ecuacion autonoma se puede escribir de la forma:

Y = fy)

Esta ecuacién es separable, pero de todos modos se
pueden obtener conclusiones importantes sin resolver la
ecuacion. Primero que nada, noto que si f(c¢) = 0 para
alguna constante ¢, entonces la funcién:

(14)

y=c (15)

es una solucién a la ecuacion diferencial. Este tipo de
soluciones con y = cte son llamadas puntos de equilibrio.
Si la condicién inicial del problema es yo = ¢ (con f(c) =
0), entonces la solucién particular es simplemente y = c.

Ademds de determinar los puntos de equilibrio de la
ecuacién, tambien se puede estudiar la naturaleza de los
mismos. Si uno perturba ligeramente las condiciones ini-
ciales del problema poniendo el sistema fuera del equilib-
rio, la solucién particular resultante puede comportarse a
grandes rasgos de tres formas, dependiendo la naturaleza
del punto de equilibrio:

= Atractor: Si cuando el sistema es perturbado ligera-
mente, este tiende asintéticamente al punto de equi-

librio, es decir, si:
lim y(t) = ¢

t—o0

(16)

el punto de equilibrio es estable. En una vecindad
suficientemente pequena alrededor de un punto de
equilibrio estable, se debe cumplir que:

y<c=1y >0, y>c=y <0 (17)

Es decir, y es creciente bajo el punto de equlibrio y
decreciente sobre el mismo.

= Repulsor: Si cuando el sistema es perturbado liger-
amente, este no tiende asintéticamente al punto de

equilibrio, es decir, si:
lim y(t) # ¢

t—o0

(18)

el punto de equilibrio es inestable. En una vecindad
suficientemente pequena alrededor de un punto de
equilibrio inestable, se debe cumplir que:

y<c=1y <0, y>c=y >0 (19)

Es decir, y es decreciente bajo el punto de equlibrio
y creciente sobre el mismo.

pe
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Figura 2: Campo de direcciones para y’ = y(1—y)

= Mixto: Si cuando el sistema es perturbado ligera-
mente, su comportamiento posterir depende de la
direccion de la perturbacion, entonces el punto de
equilibrio no se puede clasificar ni como estable ni
como inestable.

Ademsds, un punto de equilibrio es llamado Estable si y
solo si es un atractor, y en caso contrario, es considerado
Inestable.

Una herramienta util para estudiar cualitativamente
una ecuacién diferencial es su campo de direcciones. Si
se tiene una ecuacioén diferencial y' = g(x,y) entonces se
conoce la pendiente de las soluciones a la ecuacion para
cada valor de x, y. El campo de direcciones resulta de colo-
car en varios puntos (z,y) del plano pequenos segmentos
de recta con pendiente g(x,y)

Por ejemplo, puedo considerar la ecuacion diferencial
autonoma:

dy

17 (20)

=y(l-y)

La figura 2 muestra el campo de direcciones de esta
ecuacion diferencial, y permite determinar a grandes ras-
gos la naturaleza de los puntos de equilibrio, notandose
que y = 0 es un punto de equilibrio inestable e y = 1 es
un punto de equilibrio estable.

|\

2. Problemas

2.1.

1. Demuestre que las trayectorias ortogonales a y = cx®

son elipses. Demuestre también que la razon entre
el tamano del semieje mayor y el semieje menor de
cualquiera de estas elipses es igual a una constante.

2. Determine las trayectorias ortogonales a circunferen-
cias centradas en torno a un punto (h, k).

2.2,

Un trozo de metal a 100°C' se coloca en un liquido a
10°C' cuya temperatura se mantiene constante. Pasados
100[s], se retira el trozo de metal y se mide su temperatura
como 30°C.

Si un trozo de metal similar se coloca a temperatura
50°C en el mismo liquido a temperatura 20°C', ;Cuanto
tiempo se debe dejar sumerjido para que su temperatura
se reduzca a 30°C'?

2.3.

A un tanque con una mezcla homogenea de agua y sal
entran 5[l/s] de agua pura y salen 10[l/s] de mezcla. Si
inicialmente se tienen 20[l] de mezcla y pasados 3[s] la
concentracién de sal de esta es de 100[g/l], determine la
cantidad de sal que inicialmente tenia el tanque.

2.4.

a) Utilizando el teorema de existencia y unicidad De-
muestre que el problema de valor inicial:

dy

_:22 3
yd;v Y-+ zyT,

y(3) =4 (21)

Tiene tnica solucién en un intervalo abierto alrede-
dor de t = 3.

b) Resuelva el problema de valor inicial.

c¢) Determine la maxima region de definicién de la solu-

cién.

2.5.

Resuelva y clasifique los puntos de equilibrio de la
ecuacion auténomas:

y' = sin(y) cos(2y) (22)

7
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3. Soluciones
3.1.
1. Utilizo y para denotar la familia de curvas original:
y = ca® (23)
Derivando la ecuacion diferencial con respecto a x
obtengo:
y = 5eat (24)
y/
= 25
c=rg (25)

Reemplazando ¢ en la expresién original para las cur-
vas, obtengo la ecuacién diferencial que satisfacen:

_ Y=
5
y' =5y/x

Y

La familia de soluciones ortogonal ys(x) debe satis-
facer entonces:

(5y2/z)ys = —1 (28)
, x
= —— 29
Yo 5ys (29)
Esta ecuacion separable se resuleve facilmente:

1
yzdyzz—gxdx (30)

Ly 1,
5% =~ 15 +C (31)

2 2

Y3 €

L | 32
2C * 10C (32)

2

Y2 €T
— | +|—=] =1 33
(%) + (Giw) @
Tomando 2C = D? obtengo:

y2\? r \'_, 34
(5)+ () - e

De lo cual se observa inmediatamente que las trayec-
torias ortogonales son elipses, y que la razon entre
sus semiejes mayor y menor es constante e igual a

V5.

2. Las curvas satisfacen la ecuacion:

N

|\

Donde R es el radio de cualquiera de estas circunfer-
encias. Derivando la ecuacién con respecto a x puedo
eliminar facilmente la constante arbitraria R:
2(x —h)+2(y—k)y' =0 (36)

h—

’ X
A (37)

La familia de soluciones ortogonales y- satisface en-

tonces:
h—zY\ ,
—_— =-1 38
<y2 — k) Ya (38)
Resuelvo esta ecuacién separable:
dys dzx
= 39
yo—k x—h (39)
Injys — k| =In|z —h|+ C (40)
y2 —k
1 =C 41
2= (a1)
y2 — k c
= =4 42
i (42)
‘yg—kzm(x—h)‘ (43)

Donde tomé m = 4e® como la constante arbitraria
de la familia de curvas. Se ve facilmente que esta
solucién corresponde a rectas de pendiente arbitraria
m que pasan por el punto (h,k), tal como seria de
esperar.

3.2.

Inicialmente, tengo la ecuacion diferencial:

dTe
i —k(T. — Tyn)

(44)

Donde k es desconocida. Procedo a obtener la solucion
general de la ecuacién separable:

dT,
T.—Tn
In|T. —Tn|=—-kt+C
T.— T, = +eCeHt

T.(t) = Ae ™™ + T,

= —kdt 45

46
47

48

(45)
(46)
(47)
(48)

Donde tomé A = +e€. Tomando las condiciones iniciales

(x —h)* + (y — k)*> = R? (35) y finales que debe satisfacer esta ecuacién para describir la
r
- Pablo Marchant Campos .



N
7

MAT1532-Ecuaciones Diferenciales Ve

temperatura del primer cuerpo cuando se sumerje, obten-
go un sistema de 2 X 2 para las constantes k y A:

100=A+10

30 = Ae 9% 4 10 (49)

Despejando A = 90 de la primera ecuacién y reemplazan-
do en la segunda resuelvo k:

30 = 90e~10% 4 10 (50)
2
§ — 6_100k (51)
In2—-1n9
F=——"—" 52
100 (52)

De modo que la solucién general para la interaccién entre
este cuerpo y el agua es:

Tc(t) _ Ae(ln271n9)t/100 + T, (53)

Considerando el segundo cuerpo, inicialmente tengo ¢ =
0,7T. = 50, T}, = 20, y finalmente, para un tiempo t; que
busco determinar, se debe cumplir que T, = 30, T, = 20.
Esto me entrega un sistema de 2 X 2 para ty y A:

50 =A+20

30 = Ae(ln27ln9)tf/100 +20 (54)

Despejando A = 30 de la primera ecuacién y reemplazan-
do en la segunda, puedo resolver t;:

|\

Y la ecuacion diferencial para la cantidad de sal en el
tanque es:

dzx —10x

At 20-5t (60)
dz dt
- = 61
2x t—4 (61)
1
§ln|x| = Injt—4|+C (62)
In|z| = 2In|t—4|+2C (63)
Injz] = In(t—4)*+2C (64)
x| = C(t—4)° (65)
r = +*(t —4)? = D(t — 4)* (66)
Donde tome D = =4e2¢ como la constante arbitraria

de integracién. La concentracion de sal de la mezcla es-
tard dada entonces por:

D(t — 4)*
t
Clt) = <5, (67)
para t = 3 tengo C' = 100:
D
100 = T (68)
D =500 (69)

De modo que la cantidad de sal en el tanque estd dada
por:
x = 500(t — 4)* (70)

Y la cantidad inicial de sal es simplemente esta expresion
evaluada en t = 0:

2(0) = (500 x 16)[g] = 8000[g] (71)
30 = 306(ln271n9)tf/100 +20 (55) ‘ ‘
% _ e(ln271n9)15f/100 (56) 3.4.
n2 —1n9)t a) Para y # 0 tengo:
In1—ng= 2= (57)
100 dy )
100(ln1 — In 3) 1, = f@y) =2y +ay (72)
T T2 -9 (58)
Tengo que f y df/dy son continuas en la regién D :
{(z,y) € R?}, y como (3,4) € D, existe una tnica
solucion valida en algtn intervalo abierto en torno a
3.3. t=3.
Para esta mezcla tendré: b) Reescribo la ecuacién como:
dy
V() =20 — 5t (59) 4, ~ W= (73)
N\ 'd
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MAT1532-Ecuaciones Diferenciales Ve

\/

N

Que es una ecuacién diferencial de Bernoulli con n =
—n —2.

2. Multiplico la ecuacién por (1 —n)y™" = —y
o, dy _
2 1
-y T +2 =- 74
vt x (74)
d o _ -
2w = (75)

1

Hago el cambio de variable v = y~" con lo cual

obtengo una ecuacion diferencial en u:

d

d—Z +ou=—x (76)
Multiplico por el factor 2/ 47 = ¢27;

d

Md—; + 2e*"y = —we*® (77)
d
P [e*u] = —ze* (78)
Xy = — / re®® da (79)
2x, 1 2x 1 2x
eu=—=zxe +§/e dx (80)
1
e*u = ——xe® + 5 /ezm dx (81)
1
ey = ——xe® + Zezw +C (82)
1 1
=—-x+ - +Ce 83
u 5% + 1 + (83)
Y la solucién general a la ecuacion diferencial es:
1

y (84)

T Ce % + 1/4—x/2

Utilizando las condiciones resuelvo C' para la solucién
particular:

1
4= 85
Ce=0+1/4-3/2 (85)
4Ce 5 —5=1 (86)
2
C = 566 (87)
Y la solucion particular quedas:
(z) = ! (88)
i = 26722 /34 1/4 —x/2

y(z) estd bien definida excepto en aquellos puntos en
los cuales:

|\

Esta ecuacion solo se puede resolver mediante méto-
dos numéricos (hasta donde yo se...), pero aun asi,
es posible hacer ciertas deducciones. Defino:

g(x) =272 /3 +1/4—2/2 (90)
Esta funcién es continua para todo x y ademas se ve
facilmente que:

lim g(z) = — (91)

r—00

lim g(x) = oo,

r——00

Lo cual implica que g(x) = 0 tiene al menos una
solucién. Ademads, observo que:

g (x) = —4e*2 —1/2<0 (92)
Por lo tanto, g(x) es monotonamente decreciente,
lo cual junto con la conclusién anterior implica que
g(x) = 0 tiene solo una solucidn, a la cual llamo .

Con esto tendré que:

—o<zr<z9= g¢g(x)>0 (93)
o<z <oo= g(x)<0

Como y(3) =4, g(3) > 0, y se ve facilmente con esto
que el intervalo I abierto de méxima definicién para
y(z) es aquel en el cual g(x) > 0:

‘I:{x€R|—oo<x<x0}‘ (94)

Finalmente, la resolucién numérica de o entrega
To ~ 3, 2.

3.5.

Analizando la ecuacién, se puede ver sin mucha dificul-
tad que los puntos de equilibrio son de la forma:

3
2nm, 2nm + z, 2nm + —W, 2nm + m,

1 1
o+ 2T opm 4+ o
T 4, v 4

Con n € Z. Para determinar la naturaleza de estos, es

2572 /3 4 1/4 —2/2 =0 (89) necesario determinar el signo de y’ en cada regién entre
r
- Pablo Marchant Campos .
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puntos de equilibrio. Para ello noto que: Restricted domain

—_—— e
3.2 —

2nm <y < 2nm+ g = cos(2y) >0

P S S S S S B

T 3 2%
2nm + 7 <¥< 2nm + Vil cos(2y) <0 AN S O R R S RN
3 A R O R R T N NN NN
Inm 4+ = < y < Inm 4+ 7 - cos(2y) >0 A R N N YN
2nm + 7 < Y < 2nm + — = Cos(Qy) >0 NN S N
4 T T T e P LT T L L L L T
57 T R W S . S T —
T ST
2nm 4+ — <y < 2nw+ 21 = cos(2y) > 0 S TRAS S S
4 PP PP e U

24

De igual manera, para sin(y) tengo que: B e e e B

=37 =]
e v B B i

2n7r<y<2n7r+% = sin(y) >0

2n + T <y < 2nm+ 3_7r = sin(y) > 0 Figura 3: Campo de direcciones para 3y =
4 4 sin(y) cos(2y)
37
2mr+Z <y<2nm+mw  =sin(y) >0
(97)
2nm+ 1 <y < 2nmw+ om = sin(y) < 0 = Repulsores Los puntos de equilibrio que correspon-

4

den a repulsores son:
%y T .
2mr+Z <y<2mr+Z =sin(y) <0

3 5
. onm, 2nm + Zﬁ’ 2nr + ZF (100)
2mr+Z <y<2nm+2r  =sin(y) <0
La figura (3) muestra el campo de pendientes de la
ecuacion diferencial, y concuerda con los resultados

obtenidos al clasificar los puntos de equilibrio.

Utilizando (96) y (97) se ve de forma inmediata que:

2nm <y < 2nm+ g = sin(y) cos(2y) > 0

3
2nm + % <y < 2nm+ ZW = sin(y) cos(2y) <0

3
2nm + Iﬂ <y<2nm+w = sin(y)cos(2y) >0
om .
nm+ 7 <y < 2nm+ iling sin(y) cos(2y) < 0

5 7
o2nm + f <y <2nm+ f = sin(y) cos(2y) > 0

7
2nm + Iﬂ <y<2nm+2r = sin(y)cos(2y) <0

Con esto, se pueden clasificar inmediatamente los puntos
de equilibrio como:

= Atractores Los puntos de equilibrio que correspon-
den a atractores son:

7
2nm + g, 2nm + 7, 2nmw+ Iﬂ- (99)

\
- Pablo Marchant Campos 7
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Ayudantia 3
Pablo Marchant Campos
Lunes 14 de Enero del 2008
1. Materia 1.2. Ecuacién Diferencial Lineal Homo-
genea de Coeficientes Constantes
1.1. Ecuacién Diferencial Lineal Homo-

genea

La ecuacion diferencial lineal homogenea de orden n
para una funcién y(z) es de la forma general:

P+ fueay™" Y b iy foy =0 (1)

Donde las funciones f; son funciones cualquiera de la
variable independiente x. En notacién de operadores, se
puede escribir como:

Py=0, P=f,D"+ f, D" '+ ..+ D+ fo (2)

Donde el operador diferencial D denota la operacién
d /dx. Claramente el operador diferencial P es lineal, o
sea, dadas dos funciones g1 (x) y g2(z) estas cumplen:

P(Ag1 + Bga) = APg1 + BPgs (3)

Como consecuencia de esta linealidad, se tiene una de
las propiedades mas importantes de estas ecuaciones que
es que dadas dos soluciones y; e y2, entonces se cumple
que cualquier combinacion lineal de ambas es solucién, es
decir:

Py1:O, Py2:0:>P(Ay1+By2):O, A,BE(C (4)

Las soluciones a una ecuacion de la forma (1) forman un
espacio vectorial de n dimensiones. Esto implica que es
posible en principio encontrar n soluciones y1,¥y2, ..., Yn
de (1) tal que estas son LI, y cualquier otra solucién yy, se
puede obtener como combinacién lineal de estas n solu-
ciones, es decir:

Ciy1 +Coys+ -+ Crhy, =0 C; =0, 1 <i<n (5)
n
Pyh=O<:>yh=ZAiyi, A, eC,1<i<n (6)
i=1
De aqui se ve que la solucién general y;, del sistema homo-
geneo tiene n constantes arbitrarias Ay, . .., A,, las cuales
se resuelven mediante la aplicacién de condiciones ini-
ciales.

N

Una ecuacién diferencial de coeficientes constantes
(reales) es de la forma:

Cny(n) 4 Cnfly(n_l) B Cly/ —+ coYy = O7 c; € R

(7)
Para resolver esta ecuacion, busco soluciones de la forma:
y(a) =N (8)

Al substituir esto en la ecuacion diferencial se obtiene:

9)
(10)

e (cn)\" NERPIEED (il SR co)\) =0
AN+ e AN A2+ A =0

Esta ecuacion algebraica para los A es llamado el poli-
nomio caracteristico de (7). En base a sus soluciones, es
siempre posible obtener n soluciones LI de (7). Considero
3 casos particulares para el polinomio caracteristico:

1.2.1. n raices distintas

En el caso de que la ecuaciéon caracteristica tenga n
raices distintas A1, g, ..., Ap, se tendrd que (10) se puede
reescribir como:

A= AD)A=A2) ... (A= An) =0 (11)

En este caso, obtengo inmediatamente n soluciones LI a
(7):
Y = €T (12)

Y la solucién general al sistema homogeneo esté dada por:

Py, =0y, =» AieM" A, eCl<i<n (13)
i=1

- Pablo Marchant Campos
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1.2.2. Raices repetidas

Si la ecuacién caracteristica tiene una raiz repetida
(lamemosla A,) con multiplicidad algebraica a, entonces
(10) se puede reescribir como:

(A= A)%...) =0 (14)

Donde (... ) es un polinomio de A de grado (n—a) del cual
A no es raiz. De suceder esto, las soluciones de la forma
e no forman un conjunto de n soluciones LI y son in-
suficientes para obtener la solucién general. Sin embargo,
se puede demostrar que:

yr = A1 + Asze™ + - Ay (15)

Es solucién de la ecuacion diferencial. Como g, es combi-
nacion lineal de a funciones linealmente independientes,
esto permite completar las n soluciones LI requeridas para
obtener la solucién general.

1.2.3. Raices complejas

Si (10) tiene una solucién compleja (llamemosla A¢),
esta tendra la forma:

Ac=a+ib, abeR (16)

Por propiedades bésicas de polinomios de coeficientes
reales, tendre que su conjugado! A¢ también serd solu-
cion. Esto indica que existen soluciones a la ecuacion
diferencial de la forma:

y = Ae’® 4 Ber® A BeC (17)

y = Ae(aJrib)m _'_Be(afib)m (18)

y = Pty (Aeibz + Be—ibz) (19)

Para escribir esto de una forma que (normalmente) sim-

plifica la tarea de aplicar condiciones iniciales, utilizo la
férmula de Euler:

e = cos(b) + i sin(b) (20)
Con lo cual (19) queda:
y = Ae*(cos(bx) + i sin(bx))
+Be (cos(bx) — isin(bx)) (1)
y = (A+ B)e™ cos(bx) + (A —iB)e™sin(bx) (22)

1 Aqui denotare la operacién de tomar el conjugado de un nimero
complejo con el simbolo *. Es decir,

(a+1b)" = (a —1ib)

|\

Como A y B son nimeros complejos arbitrarios, puedo
reescribir esto como:

y = Ce® cos(bx) + De® sin(bx) (23)
Esta forma de la solucién habitualmente resulta mas co-

moda que (17)

Ecuacion Diferencial Lineal No Ho-
mogenea

1.3.

Una ecuacién diferencial lineal no homogenea de 6rden
n es de la forma general:

Fay ™+ facy™ D+ fiy + foy=Glz)  (24)
Y su sistema homogeneo asociado es:
Py ™ 4 facay" "V 4 fry' + foy =0 (25)

Dadas dos soluciones particulares y; e y2 de (24), es triv-
ial demostrar que (y; — y2) es solucién de (25). Por ello,
cualquier solucién y, de (24) se puede construir de una
solucién particular y, de (24) y una solucién y; de su
sistema homogeneo asociado (25):
Yg = Yp t+Yn (26)
Una ves se obtiene cualquier solucién y,, del sistema no ho-
mogeneo, y se resuelve la forma general de las soluciones
yp del sistema homogeneo, esta expresion permite obten-
er la forma general de todas las soluciones y, del sistema
no homogeneo. Como la forma general de y; contiene n
constantes arbitrarias, y, tambien contiene n constantes
arbitrarias que se resuelven de las condiciones iniciales.

1.4. Principio de superposicién

Considero dos ecuaciones diferenciales:

(27)
(28)

Py ™+ fueay" Y o iy foy = Gl)
Fay™ + fam1y" Y 4+ Sy + foy = Q(a)
El principio de superposicién indica que si y14 es la solu-

cién general de (27) e yo4 es la solucién general de (28),
entonces (Y14 + y24) es la solucién general de la ecuacién:

fny(n) + fn71y("71) + o+ f1y + foy = G(z) + Q(x) (29)

7
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1.5. Condiciones Iniciales Ejemplo: Si tengo:

Un problema de valores iniciales para una ecuacién Q= e” sin(z) (34)
diferencial lineal de érden n de la forma (24) o (25) gen- A . 35
eralmente especifica el valor de y y sus primeras n — 1 Q// = ¢"sin(z) + e” cos(z) (35)
derivadas para x = xg. Es decir, un PVI se plantea de la Q"= 2e” cos() (36)
forma:

) , Entonces {Q, Q’, Q"} forman un conjunto LD ya que:
Py ™+ fueay" Y o iy foy = Gla), (50)
/ "o
Y(20) = Yoo, ¥ (20) = hyr -y (0) = gV 20-2Q - Q" =0 (37)
(2—-2D—-D*Q =0 (38)
Donde Yz, Ysys - - - » yg(g’(f_l) son constantes. Al aplicar estas
condiciones iniciales a la solucién general (26) se obtiene De lo cual obtengo que el aniquilador para Q(z) =
un sistema de n x n para las n constantes arbitrarias de e* sin(z) es:
la solucién general.
P, =(2—-2D — D?) (39)

N

1.6. Coeficientes Indeterminados

Considero una ecuacién diferencial lineal no homoge-
nea, escrita en notaciéon de operadores:

Py=Q(z), P=f,D"+ fu 1D" '+ ..+ fiD + fy (31)

Considero ahora que Q(z) es tal, que existe un operador
diferencial polinomial P, de orden m tal que:?

PQ(z) =0

Se suele llamar al operador P, un aniquilador de Q(x). De
cumplirse (32), una solucién y(z) de (31) debe satisfacer
tambien que:

(32)

PPy =PQ(z) =0 (33)

Sin embargo, esta es una ecuacién diferencial lineal homo-
genea de orden (n+m), y por lo tanto tendrd m constantes
de integracién mas de las necesarias.

Para resolver esto, tomo la solucién general ypo a la
ecuacién diferencial (33) y elimino de ella los términos
que pertenecen a la solucion y; de la ecuaciéon homoge-
nea asociada a (31), obteniendo asi la forma de la solucién
particular y,. Reemplazando y, en (31) se obtiene un sis-
tema de m x m (ver en los ejercicios como efectivamente
se hace esto), cuya solucién me permitira resolver m con-
stantes.

Notar que este método solo se puede aplicar si es que
existe un operador P; tal que PoQ(x) = 0. Esto en general
serd posible si es que un conjunto formado por Q(z) y
algunas de sus derivadas forman un conjunto LD.

2Con esto me refiero a que Ps tiene la forma

d
Py = go(2) + g1(2)D + -+ +gm(2)D™, D= —

xT

Normalmente este procedimiento es inecesario, ya que
el aniquilador se puede reconocer facilmente reconocien-
do la ecuacién diferencial homogenea de la cual Q(x) es
solucién. De este modo, puedo encontrar facilmente los
aniquiladores de las siguientes funciones Q(x) (a contin-
uacién tomo C' € R una constante arbitraria):

s Q(x) = Came™ cos(bx), Q(z) = Ca™e sin(bx):

Py = ((D —a)*+b)"*tt (40)
s Qx) = Came:
Py, = (D —a)""! (41)
» Qz) =Ca"
Py =D"*! (42)
- Q@)=C
Py=D (43)
1.7. Existencia y Unicidad
Considero un PVI de la forma:
Y(20) = Yao» ¥ (20) = Yoy -,y " (@o) = ylnY

El teorema de existencia y unicidad indica que si los co-
eficientes fo(z), f1(x),..., fn_1(z) v Q(x) son funciones
continuas de x en un intervalo abierto I tal que xy € I,
entonces el PVI (44) tiene una solucién tnica.

7
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2. Problemas El polinomio caracteristico de la ecuacion es:
2.1. (A=2?=0 (47)

Obtenga la solucién general de la ecuacién diferencial: ~ Que tiene solo una raiz A = 2 con multiplicidad algebraica
2. Por lo tanto, la solucién general al sistema homogeneo

Y — 4y +4y =0 esta dada por:
2.2. yn = (A+ Br)e™ (48)

Resuelva el problema de valor inicial: 3.9

y' +4y =0 Tengo la ecuacién:
y(n/8) = A, y'(n/8) =B (D*+4)y=0 (49)
2.3. Su polinomio caracteristico es:

Mediante el método de coeficientes indeterminados, A= —4 (50)
obtenga la solucién de las siguientes ecuaciones diferen- A=x2 (51)
ciales:

Por lo tanto, la soluciéon general y su primera derivada
a) vy’ + 4y + 4y = 3ze= " somn:
b) y" 43y’ + 2y = 8+ 6e” + 2sin*(x) yn =  Cpcos(2z) + Cysin(2z) (52)
yp, = —2C)sin(2z) + 2Cy cos(2z) (53)
2.4.

Aplicando las condiciones iniciales obtengo un sistema de
Usando el método de coeficientes indeterminados, en- 9 x 9 para A, B:

contrar la forma de la solucion particular de:

V2 \/—
y(4) -+ 2y” —+ Yy = ze " + {Ez Sin(fﬂ) A= _Cl Tty 2 (54)

—\fcl+\fcz

Resolviendo este sistema obtengo:

2.5.

Determine los intervalos de R a los cuales puede

ertenecer b de modo que se pueda asegurar que el PVI: 2
pertenecer m qu pu gurar qu Cl:\/T—@A_B)’ Cy = %(2144_3) (55)
1
_ 1 2,0 . —
(1l —2)y” + 27y —y 2 — 4’ y(b) =a Por lo tanto, la solucién particular buscada es:
Donde a € R, tenga solucién tnica.
’ 2 2
y = %(214 — B) cos(2x) + % (2A + B)sin(2z) | (56)
3. Soluciones
3.3.
3.1. a) Resuelvo primero la ecuacién homogenea asociada:
Tengo:
& y'+4y +4y=0 (57)
y' — 4y +4y =0 (45) (D*+4D +4)y =0 (58)
(D-2)2y=0 (46) (D+2)2%y=0 (59)
N 'd
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La solucién al polinomio caracteristico asociado es Y la solucion general se obtiene simplemente suman-
A = —2 con multiplicidad algebraica 2.Por ello, la do y, e yn:
solucién general de la ecuacién homogenea es:
_ 1 3, —2x —2z
‘yh — (Co + Cra)e ™ (60) yg = 5’e + (Co + Ciz)e (74)
Procedo ahora a utilizar el método de coeficientes . .
indeterminados. Tengo que: b) Reescribiendo sin?(x) como (1 — cos(2z)/2) obtengo:
Q(z) = 3we2" (61) y" + 3y + 2y =9 + 6e* — cos(2x) (75)
Y como 3ze~ 2 es solucion de la ecuacién diferencial Resuelvo primero el sistema homogeneo asociado:
(D + 2)2y(z) = 0, el aniquilador de Q(x) es el oper- )
ador (D +2)2. Aplicando este operador a la ecuacién (D" +3D +2)y=0 (76)
diferencial original obtengo: (D+2)(D+1)y=0 (77)
(D+2)'y = (D +2)? (3ze %) =0 (62) La solucién a la ecuacién homogenea es entonces:
La solucién ypo a esta ecuacién diferencial esta dada yp = Cre™™ + Che™ 2 (78)
por:
) 5 on Ahora determino un aniquilador para el término no
yn2 = (Bo + Biz + Boa” + Bsa®)e (63) homogeneo. Para ello veo que:
Eliminand(?,términ'os comunes a yp obtengo la forma D(9) =0, (79)
de la solucién particular:
(D —1)(6e*) =0, (80)
Yp = (Boa® + Bax3)e™* (64) (D* +4)(—cos(2z)) = (81)
Sus primeras dos derivadas son: De modo que:
/o —2z 2 _ —2x
Yp = 2Bawe”™" + (3B3 — 2Bz)a”e (65) D(D — 1)(D? + 4)(9 + 66 — cos(2z)) =0 (82)
— 2B3zle 2
" _ou B _og Entonces, el aniquilador del término no homogeneo
Yp = 2B2e™"" + (6Bs 8322)962 5 o, (66) es el operador D(D — 1)(D? +4). Aplicando este op-
+ (4B2 — 12B3)x"e” =" + 4B3x”e” ™" erador a la ecuacién diferencial original obtengo:
Reemplazando esto en la ecuacion diferencial queda: D(D — 1)(D?+4)(D +2)(D + 1)y = 0 (83)
" / _ —2x
Yp T 4yP +dyp = 3ze (67) La solucién ys, de esta ecuacion es:
(2By + 6B3x) e ** = 3ze~2® (68)
2B, +6Bsr = 3¢ (69) yan = Bie™" + Boe ™" + By cos(2x) (84)
2By + (6B3 — 3)z = 0 (70) + Bysin(2z) + Bse” + Bg
Igualando coeficientes a cero obtengo: Eliminando términos similares de y;, obtengo la for-
ma de la solucién particular:
(633 _ 3) -0 — B3 _ 1/2 (72) Yp = B3 COS(2$) + B4 SIH(QZE) + B5€I + BG (85)
Por lo tanto, la solucién particular es: Sus primeras dos derivadas son:
1, y, = —2Bszsin(2z) + 2By cos(2z) + Bse®  (86)
Yo =30€ (73) Y, = —4Bzcos(2x) — 4Bysin(2z) + Bse®  (87)
N\ 'd
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Reemplazando esto en la ecuacion diferencial queda: 1. hy: we™™ es solucién de la ecuacién diferencial (D +
1)2y = 0, por lo tanto el aniquilador de h; es (D+1)2.
Yy + 3y, + 2y, = 9+ 6e” — cos(2z) (88) I’y P b ves ( )
(6B4 _ 2B3) COS(2IE) _ (2B4 + 6B3) sin(2:z:) <0 2. ha: 2 Sin(:t') e§ solucién de (D2 2—|— 1)33 = 0 Por lo
+6Bse” + 2B = 9 + 6e” — cos(2x) (89) tanto, el aniquilador de hy es (D* + 1)
(6B4 — 2B3 + 1) cos(2z) — (2B4 + 6B3) sin(2x) Opero entonces ambos lados de la ecuacion diferencial con
4 (6B5 — 6)¢® + (2B — 9) = 0 90) (D +1)%(D? +1)3, obteniendo asi una ecuacién homoge-
nea:
Tgualando coeficientes a cero obtengo el sistema:
(D+1)*(D* +1)°y =0 (101)
6B, —2B3+1=0
2B4 + 6B3 =0 (1) Su solucién sera:
91
685 —6=0 y =(ao +ajx)e” "
2B —9 =0 2 3 4y
+ (bo + b1z + bax” 4 bga”® + bya”) sin(z)  (102)
Resolviendo este sistema obtengo: + (co + c1 + cox? + c32® + cqat) cos(z)
1 3 9 - . o . ..
B3=—,By=——, Bs=1, Bg = = (92) Para la solucién particular a la ecuacién diferencial origi-
20 20 2 nal, basta considerar aquellos términos que no pertenecen
Por lo tanto, la solucién particular es: a la solucién homogenea:
1 3 9 = -
Yp = = cos(2x) — —sin(2z) + e + = (93) y =(a0 + arz)e
20 20 2 + (boa® + bza® 4 byx?) sin(z) (103)
Y la solucién general se obtiene simplemente suman- + (cax® + c3z® + bya?) cos(z)
do yp € yn:
Yg = Yp + Yn (94) 3.5
3.4 Divido primero por el coeficiente de y”, obteniendo:
La ecuacién se puede ecribir como: s v’ ! L = ! (104)
P ' Y In(1 —;v)y In(1 —x)y_ (22 —4)In(1 — 2)
(D* 4 2D? + 1)y = ze* + 2” sin(x) (95) Aquit
(D? +1)%y = ze™* 4 22 sin(z) (96) i Bengo:
2
La solucién homogenea es: -
& @) In(1 —z)’
= (A + Bx)cos(x) + (C + Dx)sin(x 97 1
[y =(A+ Br)cos(@) + (C + Da)sin(w) | (97) o) =g (105)
Luego, se debe ver que operaciones hacer sobre el término 1
no homogeneo para eliminarlo. Para ello veo cual combi- Qx) =

nacion lineal de sus derivada da cero. Tengo:

(22 —4)In(1 — 2)

Tengo que In(1 — ) se indefine para z > 1, In(1 —0) =0

h(x) = xze™® Zsi 98
(z) = ze™ + 27 sin(2) (98) v ((£2)%2 — 4) = 0. Con esto, resulta trivial ver que los
Y tomo: intervalos en los cuales el teorema de existencia y unicidad
B 5 . asegura la existencia de una solucién tinica a un PVI (o
hi(z) = xe™™, ha(z) =z sin(z) (99) sea, aquellos en los cuales fi, fo y @ son continuas) son:
— hi(x) + hao(x) = h(z) (100)
I = (—o00,-2), I, =(-2,0), I3=(0,1 106
Y ahora veo por separado hi y ho 1= (o0 ) L=( ) I3 =(0.1) (106)
N\ 'd
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4. Mas Problemas La solucién de la ecuacién homogenea es:
4.1. Yn = are” " +age” > (115)

N

Obtenga la solucién particular de la ecuacién:
y//_3y/+2y:O

Que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, 4/(0) = 0

Solucién: La ecuacién diferencial se puede escribir co-
mo:
(D*—=3D+2)y=0 (107)
(D-2)(D-1)y=0 (108)

De modo que la soluciéon general de la ecuacién, y su
primera derivada son:

= C1e** + Cye”
g (109)
y = 2C1e" 4+ Coe”
La condicién inicial y(0) = 1 e ¢/(0) = 0 entregan un
sistema para Cy y Cs:
y(0)=1=C1 + Oy (110)
y/(O) =0=2C1 + Cy (111)
Resolviendo C y Cs obtengo:
Cr=—1, Cy=2 (112)
Y la solucién particular requerida es:
y = —e* + 2e” (113)

4.2.

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales medi-
ante el método de coeficientes indeterminados:

a) y// 4 3y/ + 2y — 6—21 + CL‘2

b) y/// _ y/ — e2z Sin2 (:E)

Solucion:

a) La ecuacién diferencial se puede escribir usando op-
eradores como:

(D+1)(D+2)y =e 2 + 22 (114)

Ahora, como D3(z%) = 0y (D + 2)(e”2*) = 0, al
aplicar el operador diferencial (D +2)D? a ambos la-
dos de la ecuacién diferencial se obtiene una ecuacién
homogenea:

(D+1)(D +2)*D?*y =0 (116)

La solucién general de esta ecuacién se obtiene de
manera inmediata:

y=cre " + (co + caw)e " 4 (c4 + csx + ce2® ) (117)

Eliminando términos comunes a la solucién de la
ecuacion homogenea, se obtiene la forma de la solu-
cién particular:

2x

yp = c1re” " + (c2 + cax + c47?) (118)

Reemplazando esta solucién en la ecuacién diferen-
cial se tiene:

—c1e7 %" 4 (2¢4 + 3c3 + 2¢0)+

119
(6cy + 2¢3)x + (2¢4)2° = €727 4 22 (119)
De lo cual se obtiene el siguiente sistemas:
—C1 = 1
2¢y +3c3+2c0 =0
4 3 2 (120)
6cq4 +2c3=0
204 =1
Cuya solucién es:
7 3
Cl——l, 02—1, 03——5,04—5 (121)

Con lo cual se ha resuelto la solucién particular de
la ecuacion:

w7 3 1
yp = —we 2T + 1 + —5% + 55[:2 (122)

Y la solucién general es simplemente:
Y="Yp+un (123)

La ecuacién diferencial resulta mas facil de resolver
reemplazando (sin® z = 1/2 — cos(2x)/2):

1 1
"no_ y/ _ _621 - COS(2$)€2I

5 5 (124)

7
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El primer término de la derecha se puede aniquilar
con el operador (D — 2). Para eliminar el segundo
término basta notar que cos(2z)e?® /2 es solucién de
la ecuacién diferencial ((D —2)? —2)y = 0, de modo
que el aniquilador buscado es ((D — 2)? — 2).

Volviendo a la ecuacién diferencial original, esta se
puede reescribir como:

(D® — D)y =D(D —1)(D + 1)y (125)

1 1
= 5621 ~5 cos(2z)e?” (126)

La solucién de la ecuaciéon homogenea asociada es:
Yn = a1+ aze” +aze”” (127)

Ahora, aplicando el operador diferencial (D—2)((D—
2)2 —2) a ambos lados de la ecuacién se obtiene una
ecuacién homogenea:

(D —2)((D —=2)>=2)D(D —1)(D + 1)y = 0 (128)

Por lo tanto, la forma de la solucién particular de la
ecuacion original, omitiendo términos comunes a la
solucién homogenea sera:

Yp = €27 (c1 + ¢ cos(2x) + c3sin(27)) (129)
Reemplazando y, en la ecuacién diferencial se tiene:

—2e27(=3¢; + cos(2z)(9cy — Tez)+

1 1 130
sin(22)(9e3 + Tea)) = 56% ~5 cos(2x)e*® (130)

De lo cual se obtiene el sistema:

—_

601 =

2
1

902 — 703 = — (131>
4

903 + 702 =0

Cuya solucién es:

1 9 7
T T T 50 P T T (132)
Con lo cual se ha resuelto la solucién particular de

la ecuacion:

12 520 520

Yy — €2 <i + ) cos(2z) — —— sin(2x)> (133)

Y la solucién general es simplemente:

Y="Yp+yn (134)

|\
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Ayudantia 4

Pablo Marchant Campos

Lunes 14 de Enero del 2008

1. Materia

1.1. Variacién de Parametros
1.1.1. Ecuaciones lineales de 6rden 2

Considero una ecuacién diferencial lineal de érden 2,
no homogenea de coeficientes variables:

az(2)y" +a1(2)y’ + ao(z)y = Q(x), az #0 (1)
La ecuacién homogenea asociada es:
asy” + a1y’ +apy =0 (2)
Si tengo dos soluciones LI 31 e y2 de la ecuaciéon homoge-
nea, entonces busco soluciones particulares de la ecuacion
no homogenea de la forma:
Yp(x) = ur(2)y1 () + ua(z)y2(z) (3)

Donde u; y us son funciones de = que pretendo resolver.
Reemplazando y, en la ecuacién diferencial no homogenea
obtengo:
az(uryy +uzyy) + az(uiy) + usys)
+ az(uhyr + upy2)' + a1 (uryy + u2ys) (4)
+ a1 (uiy1 + uhya) + ao(uryr + ugy2) = Q(z)
Esto se puede reescribir como:
u(azyy + aryy + aoyr) + uz(asysy + a1ys + agya)
+ az(uyyy + uys) + az(uiys + uzys)’ (5)
+ a1 (uyyr + upy2) = Q(x)

Como y; e y2 son soluciones de la ecuaciéon homogenea,
esto se reduce a:

ag(uyy) + ubys) + az(uyyr + ubye)’
+ a1 (uyys + usye) = Q(x)

De lo cual se ve inmediatamente que basta con que u} y
uh cumplan que:

(6)

uyy1 + usyz = 0
Q(x) (7)
a

/ol ’or
Uy + UgYy =

N

Este es un sistema algebrdico para u} y u} que se puede
resolver inmediatamente usando la regla de Cramer:!

‘ 0 Y2 Y1 0

,|Q@) /a2 yy .l Qx)/az

U =——7—, U= 77— (8)
Yy Y2 Yy Y2
Y1 Y Y1 Y

Integrando estos resultados, se obtiene u; y us2, con lo cual

por (3) se obtiene una solucién particular al problema.
A diferencia de el método de coeficientes indetermi-

nados, este método se puede aplicar a cualquier funcién

Q).
1.1.2. Ecuaciones lineales de 6rden superior

Este método puede extenderse a ecuaciones lineales de
orden n:

an(@)y™ + - +ao(z)y = Qx), an#0 (9)
En este caso, considero que he resuelto n soluciones LI
Y1,--.,Yn de la ecuacién homogenea asociada, y busco

soluciones a la ecuacién no homogenea de la forma:
Yp = Y1 + -+ uny” (10)

Reemplazando esto en la ecuacion diferencial, se puede
demostrar que para que ¥, sea solucién, basta con que
ul,...,ul, sean solucion del sistema algebrdico:

wiyr + -+ ulyn =0
uyyy + ot uny, =0

(11)

wigd" ™ =0

dy" Y o ulyY =Q() fay,

LComo y; e y2 son LI, se tiene que su Wronskiano es distinto de

cero:

1
il %0

Esto asegura que (7) tiene solucién, y ademds que esta es dnica

W(y1,y2) =

Y2
Yy

- Pablo Marchant Campos
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1.2. Reducciéon de Orden

Considero la ecuacién diferencial:

f2v" + fry' + foy = Q(x)

Si y1 es una solucién de la ecuacion diferencial homoge-
nea, entonces busco soluciones de la ecuaciéon no homoge-
nea de la forma:

(12)

yp(x) = y1(z)u(z) (13)
Reemplazando y, en la ecuacién diferencial obtengo:

falyru” +2y1u" + yi'ul

14
+ Al + il + oy = Q@) Y

Esto se puede reescribir como:
ulf2y1 + fryy + foyi] (15)

+ foyu” + 2fay; + frnu’ = Q(x)

Como y; es solucion particular de la ecuacion homogenea
asociada, esto se reduce a:

fanu” + [2f201 + fipn]u’ = Q(x)

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer or-
den para u' que puede resolverse facilmente. Como esta
ecuacion es de segundo orden para u, su solucién ten-
dra dos constantes arbitrarias, y al reemplazar en (13),
se obtendrd una solucién a la ecuacién diferencial con
dos constantes arbitrarias que serd la soluciéon general al
problema.

(16)

1.3. Ecuacion de Cauchy-Euler

Una ecuacién diferencial de Cauchy-Euler de orden n
es de la forma:

anzy™ (x) + ap_qz" ty(=D (x)

, (17)
+ -t arzy’ (x) + agy(z) =0

Para resolver ecuaciones de este tipo, se tienen dos méto-
dos posibles:

» Realizar la sustitucion x = e%. Esto transforma la
ecuacién diferencial en una ecuacion lineal de coefi-
cientes constantes.

= Buscar soluciones de la forma y,, = 2™ . Reemplazan-
do soluciones de este tipo en la ecuacién diferencial,
se obtiene una ecuacién algebraica para m. Sin em-
bargo, no siempre es posible mediante este método
solamente encontrar n soluciones LI a la ecuacién
diferencial.

|\

1.4. Oscilador harmoénico

En el caso de un oscilador harménico sujeto a una
fuerza de roce proporcional a su velocidad, su ecuacién
de movimiento (para oscilaciones unidimensionales) es:

" / 2.,
"+ 2y +wizr =0, ~v,wop >0 (18)
Reemplazando x = e*! en la ecuacién y resolviendo w se
tiene:

W 2yw+wi=0 (19)
wi =4 f R (20)

Distingo 3 casos:

» Siy? —w?2 > 0 (caso sobreamortiguado) se tendra:

‘x = cre“ !t + cpevt ‘ (21)

s Si v2 — w? = 0 (caso criticamente amortiguado) se
tendrd wy = w_:

‘x = (c1 + cot)e“+? ‘ (22)
= Y siy? —w? < 0 (caso amortiguado) se tendra:
x=cre ! . 2 _~2
=cre " cos(t - y/wi —2)
(23)
+eae M sin(t - y/wE —42)

2. Problemas

2.1.

Resuelva las siguientes ecuaciénes diferenciales medi-
ante el método de variacion de parametros:

a) ¥y’ +y = csc(x)

b) ¢+ 2 ty=e"/x

2.2.

Obtenga la solucién general de la siguiente ecuacion
diferencial en la cuales se entrega una solucién y; del sis-
tema homogeneo asociado:

y"' =2y Jx+2y/2® =xln(x), =2

7
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2.3. b) Hallar el (primer) instante T en el cual el resorte
Resuelva la siguiente ecuacion diferencial: vuelve a su largo de equilibrio.
:E2y” f3my +y=c c¢) Hallar la velocidad de la bola en ese instante.
2.4. 2.6.

Considere el siguiente sistema formado por una masa,
dos resortes, y un amortiguador que ejerce una fuerza
proporcional a la velocidad:

B3
It

Resuelva la ecuacién de movimiento para oscilaciones
verticales de este sistema, considerando que existe un
punto en el cual ambos resortes estdn en su largo nat-
ural.

2.5.

Un resorde de largo I (en reposo) y constante de restau-
racion k = 1 estd empotrado en la base de un tubo de
acero que esta lleno de un liquido viscoso que induce un
roce proporcional a la velocidad con constante de propor-
cionalidad ¢ = v/2. En el extremo superior del resorte se
pega una bola de masa m = 1 y luego se comprime hasta
la mitad del largo del resorte. Considere que el resorte se

Determine para que valores de w el problema con valor
en la frontera:

y' +wy=0, y(—a)=0,y(a)=0 (24)

Tiene solucién.

3. Soluciones

3.1.

a) Resuelvo primero la ecuacién homogenea asociada:

(D2 +1)y=0 (25)
Su solucién es:
yn = C1 cos(x) + Cy sin(x) (26)
De modo que puedo tomar como soluciones LI:
y1 = cos(x), y2 = sin(x) (27)

Por el método de variacién de parametros, busco una
solucién de la forma:
Yg = u1(x) cos(x) + us(x) sin(x) (28)

Las funciones wui(x) y ua(x) deben satisfacer el sis-
tema:

encuentra posicionado horizontalmente de modo que los u) cos(x) + uh sin(z) = 0
efectos de la gravedad son despreciables. —u) sin(z) + u} cos(z) = csc(z) (29)
a) Plantear dos veces la ecuacién de movimiento para el ,
desplazamiento z(t) de la masa usando dos origenes Resuelvo para uj:
distintos:
istintos 0 sin(z)
e FEl punto inicial en el que queda la masa luego ;o csc(x) cos(x) 1 (30)
de ser comprimido el resorte. = cos(z) sin(x)| N
e FEl punto en el cual el resorte se encuentra en su —sin(x) cos(w)
largo natural.
Por lo tanto, tengo que:
En ambos casos considere la direccion positiva de x
como aquella en la cual el resorte se estira. up=—-xr+A (31)
N\ 'd
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Donde A es una constante de integracién arbitraria. Por lo tanto, tengo que:
Resuelvo ahora para uj:
up=-x+A (43)
cos(x) 0 A . . N
/ “sin(z) csc(x) Donde A es una constzjunte de integracién arbitraria.
Uy = - = cot(z) (32) Resuelvo ahora para uf:
cos(z)  sin(z)
—sin(x) cos(z) e 0
—e T ez 1
Por 1 : u — 44
or lo tanto, tengo que 2 o " - (44)
uz = In(sin(z)) + B (33) —e (e —ze™)
. ., . . Por lo tanto, tengo que:
Donde B es una constante de integracion arbitraria.
Con esto, la solucién general al problema se obtiene us = In(z) + B (45)
reemplazando u; y ug en (28):
Donde B es una constante de integracion arbitraria.
yg = (—x + A) cos(x) + (— In(cos(x)) + B) sin(z) (34) Con esto, la solucién general al problema se obtiene
Yg = —T cos(z) + In(sin(z)) sin(z) (35) reemplazando uy y ug en (40):
+ Acos(x) + Bsin(z) Yo = (—x+ A)e™ " + (In(z) + B)ze™®  (46)
yg = —xe * +In(x)re”® + Ae™* + Bxe™®  (47)
b) Resuelvo primero la ecuacién homogenea asociada: El primer término es parte de la solucién homoge-
(D*+2D +1)y =0 (36) nea y se puede incluir en la constante B quedando
5 finalmente:
(D+1)*y=0 (37)
yg = In(x)ze™™ + Ae™® + Bre™ ™ (48)
Su solucion es:
yp = Cre” " + Coxe™™ (38) 3.2.
) Dada la soluciéon y; = z de la ecuacién homogenea,
De modo que puedo tomar como soluciones LI: busco una solucién de la ecuaciéon no homogenea de la
e e formas:
y1=e 7, y2=umxe (39)
. . Yg = ru(z) (49)
Por el método de variacién de parametros, busco una
solucion de la forma: Reemplazando en la ecuacion diferencial obtengo:
Yg = ur(z)e™™ + up(x)re™™ (40) (zu” +2u") — =(zv/ +u)+ =u= zln(z)  (50)
Las funciones wu;(z) y us(x) deben satisfacer el sis- zu” = zln(z)  (51)
tema: u” In(z) (52)
upe™" +usre” " =0 (41) Integro dos veces:
—ule " tuhle ™ —xe ) =e " /x
! 2( ) / u = zln(z) —z + C; (53)
Resuelvo para u}: u= 1iz%In(z) — 32% 4+ Crz + Oy (54)
0 re Y la solucién general al problema queda dada por:
, e /x (e7* —xe ™)
! e xe " (42) Yg = 53:3 In(z) — 13:3 + C12* 4 Cox (55)
—e " (e —xe )
N\ 'd
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3.3.
Considero dos métodos de solucion:
s Método 1:Realizar la sustitucién x = e%. Ten-
dré para y':
dy dydu dy _
/f_ Td _ T 7 _ ZJ u
vy= dzx du dz due (56)
Y para y":

d (dy _ . d (dy _
nm_ = [ 2J —u) uw_ & [ 2T —u
Y T 4z <due ) ¢ du (du6 ) (57)
d?  dy
I/: _ =g —2u 58
Y <du2 du)e (58)

Reemplazando en la ecuacién diferencial queda:?

d?y d d
(dug—d—z>+3d—2+y=e“ (59)
(D> 42D+ 1)y = (D +1)%y = e (60)

La solucién al sistema homogeneo asociado es:
yp = Cre™ " + Coue™™ (61)

Para resolver el sistema no homogeneo utilizo co-
eficientes indeterminados. Noto que (D — 1) es
aniquilador de e*, por lo tanto, la solucién partic-
ular debe satisfacer la ecuacion:

(D+1)*(D—1)y, =0 (62)

La solucién para y,, omitiendo términos de la solu-
ciéon homogenea, es:

Yp = Ae” (63)

Para resolver A, reemplazo y, en la ecuacion difer-
encial (60):

1
Ae" 4+ 2Ae" + Ae" =€, A= 1 (64)
De modo que la solucién particular es:
1

v = 1" (65)

Y la solucién general esta dada por:

1
yg = Cie” " + Coue™™ + Ze" (66)

N

2Utilizo aqui el operador D para denotar la operacién d/dwu

|\

Invirtiendo el cambio de variable para recuperar x
obtengo:

C C
yg:_1_|__2]
xZ

n(zx) + (67)

8

Método 2:Buscar una solucién de la forma y = =™
a la ecuaciéon homogenea sociada. Asi tendré:
y =ma™ !ty =m(m—1)2™? (68)

Reemplazando en la ecuacion diferencial homogenea
asociada obtengo una ecuacién algebraica para m:

m(m—1)z™ +3mz™ + 2™ =0 (69)
m?*+2m+1=0, m=—1 (70)

De lo cual obtengo una solucién y; del sistema ho-
mogeneo asociado:

1
= — 71
= (71)

Utilizo reducciéon de érden para obtener la solucién
general al problema. Busco una solucién de la forma:

Yg = @ (72)

Las primeras dos derivadas de y, son:

y/_ U+U
g — 2 T
. :E/ 1 (73)
p_gt W !
9 —°3 2z

Reemplazando en la ecuacién diferencial obtengo:

u+au =z (74)
d N
E(xu )== (75)
G
U= + . (76)
22
u=-r + Cin(x) + Cy (77)

De modo que la solucién general de la ecuacion es:

r Ciln(x C
yg:4+17(>+_2

. . (78)

Que es equivalente a la solucién obtenida mediante
el otro método.

pe
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3.4. El polinomio caracteristico asociado es:
Utilizo como origen el punto en el cual ambos resortes X+vVA+1=0 (89)
estdn en su largo natural, y mido la distancia y(t) como NI
positiva hacia arriba. La ecuacién de movimiento sera: A= — + Ti (90)
my" = =3ky —cy’ —mg (79) De modo que la solucién general de la ecuacién difer-
c 3k i :
Y + Eyl n Ey —g=0 (80) encial es:
. ¢, 3k mg x(t) = e V2/2 (Cl cos(V/2t/2) 4+ Oy sin(\/gt/2)> (91)
vyt - 5) = i
Aplicando condiciones iniciales obtengo que:
Realizo el cambio de variable:
C,=Cy=—1/2 (92)
u=1y-— g (82)
3k De modo que la solucién particular es:
Con lo cual la ecuacién diferencial queda: I
o(t) = ——e~ V22 (cos(\/ﬁt/z) + sm(\/ﬁt/z)) (93)
, ¢ , 3k 2
u' +—u +—u=0 (83)
m m Busco el primer valor positivo de ¢ para el cual el
Ahora tomo: resorte vuelve a su largo natural, o sea, z(t) = 0:
3k
- 2y, — =w} (84)

Con lo cual la ecuacion diferencial queda de la forma es-

tandar descrita en 1.4:
u” 4+ 2yu' 4+ wiu =0 (85)

Y se soluciona por el mismo método descrito previamente.

3.5.

a) e El punto inicial en el que queda la masa luego
de ser comprimido el resorte. La ecuacién difer-
encial en este caso es:

" V2 + (x—1/2) =0,

2(0) =0, 2/(0) =0 (86)

e El punto en el cual el resorte se encuentra en
su largo natural. La ecuacién diferencial en este
caso es:

2 +V2' + 12 =0,

x(0) = —1/2, 2/(0)=0 (87)

b) Utilizo la ecuacién que describe z(t) usando como
origen el punto en el cual el resorte esta en su largo

N

V2 (V2 V2
cos <7t> + sin <7t> = 0= tan <7t> =—1(94)

Por lo tanto, si T" denota el instante buscado, tengo

que:
V2 3T
Vep= 2T 95
5 1 (95)
3my/2
T = ”f ~ 3,32 (96)

¢) Derivando x(t) obtengo la velocidad de la bola:
2 2
Z'(t) = glef‘/it/2 sin (gt)

Evaluando en ¢t = T obtengo la velocidad requerida:

(97)

2 (T) = ée—%/‘* (98)

3.6.

Las soluciones a la ecuacién diferencial son de la forma:
y = C cos(wz) + Co sin(wz) (99)

Reescribo esto en base a otras constantes arbitrarias A y

natural: 0 tal que:
2" +V2 +x =0, x(0)=-1/2, 2/(0)=0 (88) C1 = Acos(wd), Cy = —Asin(wd) (100)
r
- Pablo Marchant Campos .
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Reemplazando esto en (99) queda:

y = Acos(wz)cos(wd) — Asin(wz) sin(wd) (101)

y= Acos(w(z —9)) (102)
Aplico ahora la condicién inicial en x = —a:

y(—a) = Acos(w(—a—196)) =0 (103)

—>w(—a—6):n7r+g, nez (104)

De igual forma, aplico la condicién en z = a:

y(a) = Acos(w(a—4)) =0 (105)
—>w(a—5)=m7r+g, m € Z (106)

Restando a la expresién (106) la expresion (104) obtengo:

2wa = (m —n)w (107)
(m—n)m
= 108
w 2a (108)
Como (m — n) puede ser cualquier niimero entero, tengo
que los valores permitidos para w son:

_km

= — Z 1
W= ke (109)

4. Mas Problemas

4.1.

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales medi-
ante el método de variacion de parametros:

a) ¥ +2y +y=e "n(z)

b) ¥’ +y=4zsinx

Solucion:

a) La solucién de la ecuacién homogenea se resuelve
facilmente como:

yn = (c1 + cox)e™™ (110)

Ocupando el método de variacion de parametros, se
busca una solucién particular de la forma:

Yp = u1y1 + u2y2 (111)
\

b)

|\

Donde u; y us son funciones por determinar, e y; =
e ", yo = xe~*. Las funciones u1, us deben satisfac-
er el sistema de ecuaciones:

u'lyl + U/2y2 =0

Y (112)
uhyy + upyh =e” " In(z)
Reemplazando los valores de los y se obtiene:
! _—x / —x
ure” " +ugre” " =0
! _—x I —x —x —x (113)
—uje " +uj(e”® —xe™) =e " In(x)
Se resuelve el valor de uf:
0 re ”
e Fln(x et —xe ”
P 1O N et | RO
e xe
—e % (e7T —ze™ ")
= —x1In(z) (115)
De igual forma para uj:
e " 0
_ T -]
W= fix) (116)
e xe
—e 7 (e—z _ xe—w)
= In(x) (117)
Los valores de u1 y us son entonces:
2
up = —%(2111(95) —1) (118)
ug = xln(x) — x (119)

Reemplazando estos valores en ¥, se obtiene:

72

1 (2In(z) — e ™ + (zln(x) — x)ze™™ (120)

Yp = %26_””(2 In(z) —3) (121)

Que sumada a la solucién homogenea constituye la
solucién general de la ecuacién diferencial.

La solucién de la ecuaciéon homogenea asociada es:
yp = c1 cos(x) + cosin(x) (122)

Ocupando el método de variacion de parametros, se
busca una solucién particular de la forma:s:

Yp = ury1 + u2y2 (123)

- Pablo Marchant Campos
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Donde u; y us son funciones por determinar, e y; = A
cos(x), y2 = sin(z). Las funciones uy,us deben sat-
isfacer el sistema de ecuaciones: kX
uyy1 + usys =0
R (124)
u Yy + uyys =4 sinx m
Reemplazando los valores de los y se obtiene:
m
uy cos(z) + uhsin(z) =0 g
;L , : (125) v
—uf sin(x) + uj cos(x) =4x sinz
Se resuelve el valor de u: Figura 1: Diagrama de cuerpo libre para la masa
del (problema 4.2)
0 sin(x)
, drsinx  cos(x) (126)
U1 =
! cos(z)  sin(z) Para hacer el andlisis de fuerzas, considero el diagrama
—sin(z) cos(z) de cuerpo libre de la figura 1.
_ — 4z sin®(x) (127) La ecuacién de movimiento es:
"o_ -
De igual forma para uj: me-=mg mkw (133)
ma’ = —2k (:z: - —g) (134)
cos(z) 0 2k
, —sin(x) 4wsinz Ahora realizo el cambio de variable:
u = : (128)
cos(z)  sin(w) mg n_ o 135
—sin(x) cos(z) ooy Y v Y (135)
= 4z sin(x) cos(z) (129)  Este cambio de variables corresponde a tomar el desplaza-
miento desde el punto de equilibrio del sistema. Con él,
Los valores de u1 y uo son entonces: ..
la ecuacién (134) queda:
1
up = 4;10(5 cos(x) sin(z) — g) — sin?(z) + 22 (130) my” = —2ky (136)
uy = 2z cos®(x) — cos(z)sin(z) —x (131) y' = —w’y, w?= 2k (137)
m
Reemplazando estos valores en ¥, se obtiene: Escribo la ecuacion como:
yp = wsin(z) — 2* cos(x) (132) (D? + w2y =0 (138)
Que sumada a la solucién homogenea constituye la  De modo que la solucién general es:
solucién general de la ecuacién diferencial.
y = Acos(wt) + B sin(wt) (139)
4.2.

Una masa m cuelga de un resorte bajo la accién de
la gravedad. Determine el periodo de las oscilaciones del
sistema.

Solucién: Considero como coordenada para describir la
posicién del bloque, su desplazamiento con respecto a la

Para las condiciones iniciales, tengo y'(0) = 0, e y(0) lo
obtengo del cambio de variables, recordando que xy = O:
mg

0)=—— 140

y(0) = ~2 (140)

Aplicando las condiciones iniciales a la solucién general,

obtengo la solucién particular a este problema:

posicién inicial en la cual los resortes estan en su largo N mg . 141
natural, tomando la direccién positiva hacia abajo. y(t) = T 9k cos(wt) (141)
N\ (
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Y el cuerpo describird un movimiento oscilatorio en torno = Siy% — w2 > 0 (caso sobreamortiguado) se tendra:
al punto de equilibrio del sistema. De la trayectoria se
deduce inmediatamente la amplitud del movimiento: ‘ T = et 4 cqe-t ‘ (151)
_mg
A= 2% (142) s Si v2 — w? = 0 (caso criticamente amortiguado) se

tendrd wy = w_:
El periédo tambien se resuelve facilmente: *

Y |2 = (c1 + cat)e? | (152)
T=—=—— 143
2 7wV 2m (143)
= Y siy? —w? < 0 (caso amortiguado) se tendra:
4.3.
o : = cre cos(t-\/wi —~2)
Un cilindro de radio » y masa M se encuentra par- 1 0 (153)
cialmente sumergido en agua de manera vertical. Con- vt
: . . +ege” Msin(t - 4/ wE — 2)
siderando que el agua tiene un coeficiente de roce b con 0
el cilindro, proporcional a la velocidad de este, y dadas
la aceleracién de gravedad g y la densidad del agua p, re-
suelva la ecuacion de movimiento del cilindro. Considere
que el cilindro solo se mueve verticalmente.
Solucién: Se considera como coordenada para describir
la posicion del cilindro la distancia y del mismo que se en-
cuentra sumergida. El agua ejercera una fuerza de empuje
sobre el cilindro dada por:
F. = —gpnr’y (144)
El roce entre el cilindro y el agua sera:
F.=-by (145)
Y el peso del cilindro es:
F,=Mg (146)
La fuerza neta actuando sobre el cilindro es:
F, = My" = —gprr’y — by + Mg (147)
Esta ecuacion se puede reescribir como:
1" / 2 g -
Yy +2vy twg(y——5 ) =0 (148)
wo
Donde se tiene:
b 5 gpmr?
= — = 149
TTo YT T (149)
El cambio de variable x = y — % entrega una ecuacién
0
homogenea:
2+ 2y + Wiz =0 (150)
Esta es la ecuacién de un oscilador harmoénico descrita en
1.4. Sus soluciones son:
N 'd
- Pablo Marchant Campos 9 .
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Pablo Marchant Campos
Lunes 21 de Enero del 2008
1. Materia Este sistema en realidad son ecuaciones n ecuaciones
diferenciales desacopladas. Se puede ver facilmente que
1.1. Resolucion de sistemas homogeneos su solucién es:

diagonalizables, primer orden

Un sistema de ecuaciones diferenciales homogeneo de
n X n se puede escribir como:

;vl(t)
L
=" az = : |,

dt
X (t)

Donde la matriz A es diagonalizable, y sus coeficientes
son constantes. En este caso, tengo que se puede formar
una matriz invertible V' cuyas columnas son vectores pro-
pios de A, y una matriz diagonal D cuyos elementos son
valores propios de A tal que:

A=VDV!

Ae M, xn (1)

Donde las matrices estaran dadas por:

Moo 0
V= . .

Y los vectores propios ¥1,...,0, son LI y los A1,..., A,
son los valores propios de la matriz.
Usando esto, la ecuacion diferencial se puede escribir

COmo:

N

Ole)\lt
u=

(8)

C, et

Con C4,...,C, constantes arbitrarias. Para resolver el
producto V', simplemente recuerdo que el producto de
una matriz por un vector es una combinacion lineal de sus
columnas, por lo cual la solucién general de la ecuaciéon
diferencial es:

f(t) = Vu(t) = Clﬁleklt + e+ Cn{)'neknt (9)

1.2. Resolucion de sistemas no homoge-

neos diagonalizables, primer orden

El mismo procedimiento se puede aplicar para un sis-
tema no homogeneo diagonalizable. Aqui tengo la sigu-
iente ecuacion diferencial, donde el término no homogeneo

—

es b(t):

. z1(t)
o= Y e, w=|
A S I

T (1)

Diagonalizando la matriz al igual que en el caso homoge-
neo obtengo:

A € M,y (10)

#'=VDV~ i (4) ' =VDV'Z+b(t) (11)
Realizo el cambio de variable: Realizo el cambio de variable:
uq (t) uy (t)
T=Viu, U= : (5) d=Vu, u= : (12)
U, (t) Un (t)
Y asi obtengo el sistema de ecuaciones: Y asi obtengo el sistema de ecuaciones:
Vi = VDi (6) Vi = VDi+ b(t) (13)
i' = Di (7) @' = Di+V~lb(t) (14)
r
- Pablo Marchant Campos .
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Este sistema, al igual que en el caso homogeneo, es en
realidad n ecuaciones diferenciales desacopladas para los
elementos de 4. Resolviendolas, la solucién general se ob-
tiene simplemente calculando & = V.

1.3. Ecuaciones de 6rden superior

El mismo procedimiento se puede aplicar a una
ecuacion diferencial de orden superior:

x1(t)
Ta(t)

AeM,y, (15)

Repitiendo el proceso usado en los casos anteriores, se
obtiene el sistema desacoplado:

@™ = Dii+Vb(t) (16)

Una ves resueltas las n ecuaciones diferenciales de-
sacopladas, se obtiene la solucién como = = V.

2. Problemas

2.1.

Resuelva el sistema:

2.2.

Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales sigu-
iente:

0 3 -1
Zd=1-1 4 1|z
-1 3 0

2.3.

Obtenga una solucién particular para el siguiente sis-
tema:

¥ =4z +y+e

y’zﬁx—y—et

Que satisfaga las condiciones iniciales 2(0) = y(0) = 0.

|\

2.4.

Considere un sistema de 3 tanques con una mezcla ho-
mogenea de sal con agua. Denote por x;, V; la cantidad de
sal y el volumen de agua de cada tanque respectivamente.
Al primer tanque entran 10[l/s] de agua fresca, este bo-
ta 10[l/2s] al segundo tanque, este otro bota 10[l/s] al
tercero, y se extraen 10[l/s] de este ltimo.

l 10[1/s] 101/s] T
z1(t) xo(t) x3(t)
Vi(t) Va(t) Va(t)

— —>
101/ 3] 10[1/s]

Si las condiciones iniciales son:

VA(0) = 30[1), Va(0) = 60[1], V3(0) = 30[1

£1(0) = 400[g], 2(0) = 200[g], w5(0) = 100g] ")

Resuelva la concentracion de sal en el tercer tanque pasa-
dos 5 minutos.

resuelva la concentracién del segundo tanque en el mo-
mento que el tercero se vacia.

2.5.

Obtenga la solucion general de las ecuaciones de
movimiento para los dos cuerpos de la figura:

k

ANA
vy

k

AAA
wy

k

2.6.

Resuelva las ecuaciones de movimiento para el mismo
sistema de dos masas unidas por resortes, pero considere
que la pared de la derecha tiene un desplazamiento de la
posicién inicial dado por A cos(wt):

k

AAA
vy

k

AAA
wy

7
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3. Soluciones Multiplicando por V' por la izquierda obtengo x:
3.1. r=crel <—lz) (cos(t) + isin(t))+
Obtengo primero los valores propios de la matriz: (30)

1-x 1
’ 1 1—/\’:0 (18)
A —2) 42 (19)
M=14i0, A=1—i (20)

Como se tienen dos valores propios complejos, basta re-
solver el vector propio asociado a uno de ellos, y el otro
vector propio serd simplemente su conjugado. Resuelvo
entonces v1, vector propio de Ai:

—i 1 .
(_i _Z.) <Z> =0 F—F—iR (21)
—i 1 a
(0 o) (3) - @
Tomando b = 1 se obtiene entonces el vector propio:
—1
o — < 1 ) (23)
Y el vector propio vy serd simplemente su conjugado:
7
vy = <1> (24)
Por lo cual la matriz se puede reescribir como:
11\ 1
<_1 1) =VDV (25)
Donde las matrices V' y D estan dadas por:
—i 4
V= ( 1 1> (26)
C(1+i 0
D= ( 0 1- z) (27)

Aplicando entonces el cambio de variable z = Vy el sis-
tema se desacopla:

y' =Dy (28)
La solucién para y se obtiene de forma inmediata:
At .
_ (v _ (ce ¢ (ci(cos(t) 4 isin(t))
v <y2> B <026’\2t> - (cz(cos(t) —isin(t)) (29)
\

cpet <;> (cos(t) — i sin(t))
— eH(er + 02) (fo?(t))> +eti(er — o) <ij8> (31)

sin(t

Como ¢ y c2 son constantes arbitrarias, esta solucion es
equivalente a:

cos(t)

e G

3.2.

Resuelvo primero el polinomio caracteristico de la ma-
triz para obtener sus valores propios:

-2 3 -1

~1 4-) —1]=0 (33)

-1 3 -

N4\ 450 —-2=0 (34)
A=2)A=1)*=0 (35)
=2 N=1] (36)

Resuelvo ahora los vectores propios asociados a cada valor
propio escalonando la matriz:!

l)\1=21
-2 3 -1
1 2 -1 Z _o 2k
_1 3 _2 ¢ F3—>2F3
-2 3 -1\ [a BB
=2 4 =2f(b|=0 2
-2 6 -4/ \c¢ 3 s
-2 3 -1\ [a
0 1 -1 b =0 F3—>F3—3F2
0 3 -3/ \c
-2 3 =1\ [a
0 1 —1|(b]=0
0 0 0 c

1Las operaciones realizadas sobre cada fila del sistema se repre-
sentan por operaciones tales como F} — F) — Fy que quiere decir
que la fila 1 se reemplaza por el resultado de restar la fila 2 a la fila
1

pe

- Pablo Marchant Campos
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De lo cual se ve que tomando ¢ = 1 obtengo el vector Obteniendose asi para las componentes de y:
ropio:
prop Y1 =2y
1 Yy = Y2 (46)
v i (37) Ys = Vs
y1 = Cre®
L] )\2:1 yQZOQEt (47)
ys = Cse’
_i g _i “ O F2 — F2 - F1
_1 3 _1 IR Ny s Utilizando (43) se obtiene la solucién general en a:
-1 3 -1 a T Ce?t + 3Cyet — Cyet
0O 0 O bl =0 xTo | = Clth + Czet (48)
0 0 0 T3 Cie? + Cset

De lo cual se pueden obtener dos vectores propios.
Primero, tomando b = 1, ¢ = 0 obtengo:

(38)

Luego, si tomo b = 0, ¢ = 1 obtengo el otro vector propio:

3.3.

El sistema se puede reescribir en notaciéon matricial co-

0

Para la matriz cuadrada se determinan los valores y vec-
tores propios para diagonalizarla. Obtengo el polinomio

(49)

-1 caracteristico de la matriz:
vop = 0 (39) 4— A 1
1 6 —1-A " (50)
2 _
Con esto, puedo diagonalizar la matriz: AT-3A-10=0 (51)
AM=-2 X=5 52
0 3 -1 (M 2 = 5] (52)
-1 4 —-1)=vDVv! (40) Determino ahora los valores propios para cada valor pro-
-1 3 0 pio:
Donde V' y D estan dadas por: " A =2
13 -1 (A=AM)v=0 (53)
V=111 0 (41) 6 1\ (a\
1 0 1 (6 1) <b =0 (54)
200 De lo cual, tomando a = 1 obtengo el vector propio
D=1{0 10 (42) que busco:
0 0 1
1
Ahora, haciendo el cambio de variable: v = <—6> (55)
x=Vy (43)
L )\1 =b5:
El sistema de ecuaciones diferenciales se desacopla:
(A= XHv=0 (56)
/I
Vy' =V Dy (44) 11 W\ _y 57
y'= Dy (45) 6 —6)\b)~
N 'd
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De lo cual, tomando a = 1 obtengo el vector propio = La ecuacién para u se puede escribir como:
que busco:
u' +2u = 2e' )7 (70)
-3 (5)
2= 1 Multiplicando ambos lados por ef2dt obtengo:
Con este resultado puedo diagonalizar la matriz: (ue%)/ =2e3/7 //() dt (71)
<g _11) —vpy~! (59) ue = 2e7/21 + Gy (72)
lu=2¢! /214 Cre| (73)
Donde las matrices V' y D estan dadas por:
v ( _16 i) (60) = La ecuacién para v se puede escribir como:
v —5v =5e' /T (74)
-2 0
b= () -
Multiplicando ambos lados por e/ ~5d¢ obtengo:

Con esto el sistema se puede escribir como:

(Ue_‘r’t)/ =5e1/7 //() dt (75)

@)= () @
Y y —e ve % = —5e /28 + O (76)
Realizando el siguiente cambio de variable: ‘ v = —5e' /28 + Cye ‘ (77)
v (" (63)
y) v Ahora, recordando la ecuacién (63) se puede obtener la

solucién en z e y:
G()() 9-CYG o
(n)=r () () 2 ()=(Gr) o

_ it 12 C —2t C 5t
Resuelvo V—1: (:1:)_< ¢'/12+ Cre T ) (80)

y —3e! /4 — 6C e + Che™
1 -1
V-l (6 1 > (66) Aplicando las condiciones iniciales obtengo un sistema
1 1 para las constantes:
‘_6 1‘ 1/12 +C1 + C
1 2
vr=(r r) 1) (57) - (642 2

Con lo cual el sistema queda: Resuelvo para C}

<:j'/) - <_52vu> * <§ZZ%> (68) 7 ‘1/12 1‘

3/4 1
u = —2u+2e'/7 Cr =71 (82)
1 1
, . (69)
v’ =5v+5e" /T -6 1
-2/3 2
Resuelvo ambas ecuaciones por separado: C = T 91 (83)
N\ 'd
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De igual modo para Cs: Reemplazo en la ecuacién diferencial para x4:
11 /12' A A
M ez A2 e T8
—6 3/4 vy =——re P e (97)
Cy = 17{ (84) 3 3 6 3
'—6 1' Que es una ecuacion diferencial lineal de orden 1 para 3.
o 5_/4 5 ) Resuelvo:
S T T3 Ay —t/3 Ay —t/6
» ) ) T3+ — =——¢ + —e (98)
Con lo cual la solucién particular del sistema es: 3 3 6
t/3,/ €t/31173 A Ao t/6
r\ [ —e'/12 = 2e72 /21 + 5e% /28 (86) eyt —g— = -+ e (99)
y) — \=3e'/4+12e72t/21 + 57 /28 d A A
— — 72 1
dt(e x3) 3 + 5 e (100)
Aqt
3.4. e3psy = _Tl + Aget/0 + Ag (101)
De modo que el sistema de ecuaciones para la cantidad
de sal z(t) es: Agte™t/3
’ xr3 = —T + Age_t/6 + A3€_t/3 (102)
) =— %
. ox T Aplico condiciones iniciales con lo cual obtengo el sistema
T2 =3 7% (87) algebraico:
o %2 T3
3 6 3 400 =A;
Este es un sistema de ecuaciones diferenciales homogeneo, 200 = — 24, + A, (103)
y de coeficientes constantes. Sin embargo, esta parcial- 100 =A, + As
mente desacg;;lado de modo'que se puede' resolver Jfl,xg Ay =400, Ay = 1000, Az = —900 (104)
y x3 en sucesion. Resuelvo primero 1 mediante el método
de variables separables: De modo que:
d:El dt
— == (88) 400te=/3
1 3 3 = —% +1000e/5 — 900e=t/3  (105)
1
In(z,) =—5t+Cy (89)
3 La concentracion la obtengo dividiendo por 60, el volumen
(90) de liquido del tercer tanque:
Reemplazo en la ecuacién diferencial para x: 20te—t/3 50
s c3 = —eT 4+ Zemt/6 _15e7t/3 (106)
gt 2 91
T2 173 6 (91)

Esta es una ecuacién diferencial lineal de orden 1 para .
Resuelvo:

Y el resultado pedido lo obtengo evaluando ¢3(300):

c3 =321 x 1072 (107)

—t/3
vh+ 2= 4, ° (92)
6 3 3.5
+/6.7 et/6 e—t/6 e
el T 6 4 3 (93) Las ecuaciones de movimiento considerando el de-
d e e—t/6 splazamiento horizontal de cada cuerpo a la derecha desde
E(e / T2) = A1 3 (94) 1la posicién de equilibrio son:
t)6,.  _ —t/6
e'Pry = —24A1e + As (95) mxlll — —9kzy + ks (108)
‘1'2 = 24,73 4 Age /6 ‘ (96) maly = kxy — 2kaxy (109)
N\ 'd
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Que en notaciéon de matrices se puede escribir como:

2\ -2k Kk x1
m )\ k =2k) \x

Considero la matriz cuadrada a la cual llamare A, o sea:

(110)

|\

Donde las columnas de la matriz V' son los vectores pro-
pios U7 y v respectivamente:

()

(125)

9k k De este modo la ecuacion diferencial se puede escribir
A == ( ) (111) Com0'2
ko =2k :
Determino los valores propios de esta matriz: ma’ = VDV~ 'z (126)
‘—Qk - A k —0 (112) Haciendo el cambio de variable z = Vy se obtiene:
k —2k — \|
"o
(2k +22) — k2 = 0 (113) mVy" =VDy (127)
3k +4kA+ 2 =0 (114) my” = Dy (128)
- —4k + \/16k2 — 12k2 (115) Con lo cual se ha desacoplado el sistema de ecuaciones
2 diferenciales:
A =—k
R ! a (116) my! = —kyymyl) = —3kys (129)
2= —
Cuya solucién general es:
Luego, se resuelven los vectores propios:
& kE\. = y1 = Acos(v/ k/mt) + Bsin(\/k/mt)
PR 0 (117) ' (130)
y2 = C cos(+/3k/mt) + D sin(y/3k/mt)
a
U = 118
it <a> (118) Ahora, se obtiene la solucién para los = (que son los val-
Eligiendo a — 1 ob 1 - ores de interés), recordando que el cambio de variables
1giendo a = 1 obtengo el vector propio: hecho antes fue:
I 1 T 1 1
= 119 1) = u1
- () w9 )-G4)E6) s
De igual manera se obtiene vs: T =Y1+y2 (132)
T2 =Y1 — Y2
kE k\ ., =
(k k> Ug = (120)
Que es la solucion general del sistema. En un problema
5y = ( a ) (121) de valores iniciales, las cuatro constantes se determinan
—a de cuatro ecuaciones, que estan dadas por las posiciones
Eligiendo a — 1 obtengo el vector propio: y velocidades iniciales de cada uno de los cuerpos.
3.6.
7, — (1) (122)
1 . . . .
Primero, se escriben las ecuaciones de movimiento:
Con estos resultados, podemos diagonalizar A: ma! = —2kz: + koo (133)
7 _
D— ()E)l )E)) vl (123) may = kxy — 2kxe + kA cos(wt) (134)
L 0 2 2A partir de aca, para simplificar la notacién, se escribiran los
D= <_ > _ VAV_l (124) vcct(?rcs Z simplemente como x, siempre y cuando esto no genere
0 —3k ambiguedades
N\ 'd
- Pablo Marchant Campos .
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Se nota que el sistema es similar al del ejercicio anterior,
pero tiene un termino mas que hace que la ecuaciéon no
sea homogenea:

mz” = Az + b(t) (135)
Donde el vector b esta dado por:
b(t) = 0 (136)
kA cos(wt)

Utilizando la diagonalizacion de A realizada antes, y ha-
ciendo el cambio de variable x = Vy la ecuacién se ree-
scribe como:

mVy" =V Dy + b(t)
my” = Dy + V(1)

(137)
(138)

Este sistema consiste de dos ecuaciones descopladas. Para
determinarlas resolvemos V ~1b(t):

-1 -1
oo A1 1

139
V] (139)
(12 1)2
Vo= <1/2 ~1/2 (140)
1,0, [ kAcos(wt)/2
= VY = (—kAcos(wt)/2 (141)
Y el sistema de ecuaciones desacoplado es:
"y ey — kA /9
Tyl + kyr cos(wt)/ (142)
myy + 3ky2 = —kAcos(wt)/2
y! + (k/m)y1 = kAcos(wt)/2m .

Yy + (3k/m)y2 = —kAcos(wt)/2m

Usando notacién de operadores, y colocando wg = /k/m
la ecuacion se puede reescribir como:

(D? + wd)y1 = wikAcos(wt)/2

|\

La solucién de la ecuacién homogenea es:

y1n = A cos(wot) + Bsin(wot) (146)

A partir de este punto se deben considerar dos casos para
determinar la solucién particular.
Caso a Si wg # w la solucién particular es:

Yipa = €1 cos(wt) + co sin(wt) (147)
Yipa = —C1wsin(wt) + cow cos(wt) (148)
ylllpa = —clw2 COS((J)t) - 02w2 Sln(wt) (149)

Reemplazando en la ecuacion diferencial para y; (144) se
tiene:
c1 cos(wt)(wd — w?) + ey sin(wt) (Wi — w?)

= wikAcos(wt)/2 (150)

Tgualando coeficientes se resuelve de forma inmediata ¢y
Yy Ca:

o wikA
P2 -w?) (151)
co =0
Con lo cual se tiene y1pq.
Caso b Si wy = w la solucién particular es:

Yipb = c1t cos(wt) + cot sin(wt) (152)
Yipp = €1 cos(wt) 4 co sin(wt) (153)

—cwt sin(wt) + cowt cos(wt)
Yipy = 2cow cos(wt) — 2ciw sin(wt) (154)

—c1w?t cos(wt) — cow?t sin(wt)

Reemplazando en la ecuacién diferencial para y; (144) (y

recordando que para este caso w? — wg = 0) se tiene:
2cow cos(wt) — 2ciwsin(wt) = w?kAcos(wt) /2 (155)

Tgualando coeficientes se resuelve de forma inmediata c;
y Ca:

(144)
(D? + 3w?)y2 = —wikAcos(wt)/2 =0
(156)
Estas ecuaciones se pueden resolver usando el método de 0y = wkA/4
Coeficientes Indeterminados. El aniquilador del lado dere-  (Con 1o cual se tiene Yiph-
cho de ambas ecuaciones es (D? — w?). Teniendo esto, se La solucién particular es entonces:
procede a resolver ambas ecuaciones por separado. Parti-
mos con yi:
Y1p = {ylpa w # wo (157)
(D? + W) (D? —w?)y; =0 (145) Yipp W = Wwo
N\ 'd
- Pablo Marchant Campos .
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Y .
La solucién de la solucién particular de ya, y2p, se deja
al lector (es practicamente equivalente a la realizada).
La solucién al sistema es entonces:
= +
Y1 Yn1 T Yp1 (158)
Y2 = Yn2 + Yp2
Y al igual que en el ejercicio anterior, las soluciones para
r1 v X2 se obtienen recordando que x = Vy:
T o 1 1 Y1
@)-0 )6 o
T =1y +
1=Y17TY2 (160)
L2 =Y1 — Y2
N\ 'd
\\



MAT1532-Ecuaciones Diferenciales Ve

\/

|\

Ayudantia 6

Pablo Marchant Campos

Lunes 21 de Enero del 2008

1. Materia

1.1. Resolucion de sistemas homogeneos

no diagonalizables, primer orden

A continuacién se muestra un método que permite re-
solver un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden, sin importar si es diagonalizable o no. Este méto-
do se reduce al método descrito en la ayudantia 5 en el
caso de sistemas diagonalizables.

Considero el sistema:

7' = A% (1)
Por cada valor propio A; con multiplicidad algebraica
m, resuelvo m wectores propios generalizados U LI de la
ecuacion:
(A=-XND)"7=0 (2)
Y a cada uno de estos vectores, se asocia la soluciéon par-
ticular:

- At —_ _ ) - . fm(A_)\lI)m_lﬂ
Z=e" |[U+t(A-NDT+ -+ G S (3)
1.2. Matrices Fundamentales

Una matriz fundamental de un sistema homogeneo de

n ecuaciones es una matriz de n x n formada de modo que

sus columnas son soluciones particulares linealmente in-

dependientes de esta. De este modo, si se tiene la ecuacion
diferencial:

' =A%

(4)
Su matriz fundamental ®(t) satisface:

o' = A (5)

N

1.2.1. Condiciones Iniciales

Las soluciones particulares del sistema se pueden obten-
er de ® mediante una combinacion lineal de sus columnas.
Esto quiere decir que al multiplicar ® por la derecha por
un vector constante ¢ se obtiene una solucién particular:

(6)

S

C=1a)
Evaluando para t =ty esta ecuacién implica que:

O(tg)C = Zp(to) = T4,

(7)

Como las columnas de ® son LI, ®(ty) es invertible, y
puedo calcular el vector ¢ como:

Z=(D(to)) T, (8)

Por lo cual la solucién particular del sistema para la cual
Z(tg) = Ty, es:

T =®(P(ty)) 17,

(9)

1.2.2. Variacion de parametros

Considero una matriz fundamental ®(¢) del sistema ho-

mogeneo:
A(t)Z (10)

Donde los coeficientes de la matriz A son funciones arbi-
trarias de t. Se desea resolver el sistema no homogeneo:

(11)

Para ello, busco soluciones particulares a la ecuaciéon
diferencial de la formas:

=/

= A(t)Z +b(t)

Tp = ®(t)u(t) (12)

Reemplazo en la ecuacién diferencial con el fin de resolver
u(t):

O (B)d(t) + )T () = ADDH)A(E) +b(t)  (13)

- Pablo Marchant Campos
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Como ® es matriz fundamental ®’(t) = A(t)®(t) y obten-
go:

(14)

Como las columnas de ® son LI por definiciéon de matriz
fundamental, existe la inversa ®~!(¢). Multiplicando por
la derecha a ambos lados por ®~1(¢) queda:

a'(t) =H(1)b(t)
at)= [@ t)bt)dt+c

Donde ¢ es un vector de constantes arbitrario. La solucién
particular queda:

7, = o(t) / O (B)b(t) dt + B(1)E (17)

Para aplicar condiciones iniciales de la forma Z(ty) = Z4,,
resulta conveniente usar como limites de integraciéon ¢y y
t de modo que la solucion es:

t
T, = <I>(t)/ O H()b(t) dt + O(t)E (18)
to
Evaluando en t = ¢y obtengo:
Tty = P(to)C (19)
=0 (to)Zy, (20)
Y la solucién particular queda:
t
T, = <I>(t)/ OH)b(t) dt + ()P (o) Ty, | (21)
to

1.3. Matriz exponencial

La matriz exponencial e, con A matriz de n x n y

coeficientes constantes, se define como:

e Ann
et =T+ ! (22)
n!
n=1
Derivando con respecto al tiempo obtengo:
d o Angr—l
7t =
dt — (n—1)!
h - (23)
=A (I + Z:l — ) =A

N

|\

At

De modo que e!* es matriz fundamental del sistema ho-

mogeneo:

7'(t) = AF (24)

Ademas, como e4¥ = I, si busco una solucién particular

a esta ecuacién con condiciones iniciales Z(0) = o, la
solucién particular es simplemente:

i, = e (25)
Entre algunas de las propiedades importantes de la matriz

exponencial, se tiene que:

p@AGbA _ ,(atb)A (26)

De lo cual se tiene que:
ethe A =1 (27)
() =t (28)

Otras propiedades que se pueden obtener directamente de
la definicién en serie de potencias de la matriz exponencial
son:

. A0 T
w eXe X =1
» AB = BA = e¢/eB = ATB
= Si Y es una matriz invertible entonces:
eYXY*1 —yEXy-1
s det(eX) = "X Donde tr(X) denota la traza de X.

. X = (eX)T.

2. Problemas

2.1.

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

-3 -3 -8
= 1 2 1 |x
3 2 7

2.2.

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

8
Il
[
N o
—_ O =
8

- Pablo Marchant Campos
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2.3. valor propio escalonando la matriz:
Resuelva el siguiente sistema no homogeneo (copiado —5 -3 -8\ fa =35
descaradamente de wikipedia): 1 0 1 bl =0 Fy — 15F,
3 2 5/ \e Fy — 5F,
—-15 -9 —-24 a
I ) : 5 0 15 |[p)=0 2Tt
' =Ar%+e , 2(0) = o Fy — Fs+ Fy
1 0 15 10 25 c
—-15 -9 —-24 a
Sabiendo que: 0 -9 -9 bl =0 F3—9F+F
0 1 1 c
2¢t _ 92t _ope2t 0 —-15 -9 -—-24 a
M= [ —2et 42t + 1) 2(t+ 1) 0 0 =9 =910 =0
22t 22t 20t 0 0 0 c
Tomando ¢ = 1 obtengo solo un vector propio:
—1
2.4. T (34)
1

Obtenga la solucién particular del sistema:
Con lo cual no se puede diagonalizar la matriz. Busco

~1 -1 0 entonces otros dos vectores propios generalizados (que
=10 =1 =1|=z (29) deben formar un conjunto LI junto a v1), solucién de:
13 2
(A—=20)30=0 (35)
Que satisfaga las condiciones iniciales 21 (0) = a, 22(0) = Desarrollo entonces las potencias de la matriz necesarias:
by x3(0) =c.
¥ #5(0) —2 -1 -3
(A-20)?=|-2 -1 3|, (A-20)*=0 (36)
2 1 3

3. Soluciones De modo que basta tomar como soluciones a (34) los vec-

tores:
3.1. . 0
. . . o= 1|0 , v3 =1 (37)
Primero obtengo los valores propios de la matriz re- 0 0

solviendo el polinomio caracteristico:
Y sus soluciones asociadas quedan dadas por:

-3-X =3 -8

-1
1 2—-A 1 =0 (30) - 2t
= -1
3 2 T-A i) =e .
3 2 _ _ -
A% — 6" + 12\ — § =0 (31) 1 _5 2 ) 33t
(A=2)"=0 (32) Z@)=e*||0]+t| 1 |+ 31=2) |+ et | (38)
A=29 (33) | \0 3 2 /| 2e3t
[ /0 -3 2 [—1\]
. . )y =e*{[1]+t[ 0 |+=]-1
De modo que solo tengo un valor propio con multiplicidad ~ ¥3{t) =€
algebraica igual a 2. Resuelvo los vectores propios de este L \0 2 L/ ]

\
- Pablo Marchant Campos 3
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3.2.

Resuelvo los valores propios de la matriz:

5 -1 1
13-\ 0
3 2 1-A

-(A=3)°

A

=0

(39)
0 (40)
3 (41)

La matriz tiene solo un valor propio con multiplicidad
algebraica m = 3. Resuelvo ahora los vectores propios

asociados a \:

2 -1 1 a I — 3K
1 0 o0 =0 F,—6F, (42)
-3 2 -2 F3 — 2F3
6 -3 3 a
F2 — F2 — F1
6 0 O bl =0 43
6 4 —4 Fy — F3+ Fy (43)
6 -3 3 a
0 3 =3||b|=0 FBm—o3R-F (4)
0 1 -1
6 -3 3 a
0 3 -3 =0 (45)
0 O 0

De lo cual se ve que solo se obtiene un vector propio.

Tomando ¢ = 1 obtengo:

(46)

Procedo a obtener los vectores propios generalizados, para

ello resulevo primero:

0 0 0
(A=30?=(2 -1 1], (A=-30)3=0 (47)
2 -1
De modo que tengo que buscar 3 soluciones LI a:
(A-30)3*0=0 (48)

Tengo de forma inmediata que ¥ es solucién. Como nece-

|\

Las soluciones asociadas a los vectores se resuelven usan-
do (3) con lo cual se obtien las tres soluciones LI:

0
fl(t) :egt 1
1
[ /1 2 2 (0
Fo(t) = | [0 +¢] 1 +5 |2 (50)
| \0 -3 2
[ /0 AN AL
F3(t) = || 1] +¢t| O +5 (-1
| \0 2 ~1

Y la soluciéon general se obtiene como cualquier combi-
nacién lineal de estas:

fg = C17 (t) + szz(t) + C3753 (t) (51)

3.3.

Utilizando variacién de parametros, tengo que la solu-
cion general estd dada por:

t
T, = eAt/ eADp(t) d t 4 e 2(0) (52)
0
Resuelvo:
t
et / eAb(t) dt 4 e E(0) (53)
0

y me da lata escribir el desarrollo entero aca...Pero la
gracia de ocupar variacion de parametros cuando se tiene
la matriz exponencial, es que sacar su inversa es muy facil.

3.4.

El problema se puede resolver utilizando el método de
valores y vectores propios. Sin embargo, en este caso, cal-
culare e* (donde A es la matriz del sistema), para de-
terminar una matriz del fundamental, de la cual resulta
trivial obtener la solucién particular. Para calcular la ex-
ponencial, noto un detalle bastante peculiar de la matriz:

1 2 1
sito otras dos soluciones tal que 7 y estas otras dos solu- 2= -1 -9 1 (54)
ciones formen un conjunto LI, basta tomar: 1 9 1
1 0 0 0 O
d=(0], G3=|1 (49) A*=10 0 0 (55)
0 0 0 0 O
N\ 'd
- Pablo Marchant Campos .
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Por lo cual, calcular la matriz exponencial resulta bas-
tante simple:
>\ A
At _
M=T+) —— (56)
n=1
A2
eM =T+ At + —— (67)
cAt —
L—t+t2/2  —t+1¢2 t2/2 (58)
—t2/2 1—t—t2  —t—t2)2
t+1%/2 St+t2 1+2t+1t2/2
La matriz exponencial obtenida es una matriz fundamen-
tal del sistema. Para obtener una solucién particular que
satisface la condicién #(0) = #y de una matriz fundamen-
tal @, se tiene:?!
Ty = ®((0)) ™' 7o (59)
Como 29 = I, se tiene:
7, = e (60)
Con lo cual se resuelve la solucién particular pedida de
forma inmediata.
Tp =
a(l —t+12/2) + b(t* — t) + ct?/2 (61)
—at?/24+b(1 —t —t?) — ¢ (t + t2/2)
a(t+12/2) +b(3t + 1) + c + 2ct + ct?/2
L(®(0))~! significa la matriz inversa a la matriz ® evaluada en
t=20
N\ 'd
- Pablo Marchant Campos .
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Ayudantia 7
Pablo Marchant Campos
Lunes 28 de Enero del 2008
1. Materia Esto se debe a que la transformada de Laplace de la
derivada de una funcién se puede expresar en términos
1.1. Transformada de Laplace, Transfor- de la transformada de Laplace de la funcién:?

mada Inversa

Considero una funcién f(t) definida para todos los
reales ¢ > 0. Su transformada de Laplace, denotada por
L(f(t)) = F(s) se define como:

() = / () dt = Fs) (1)

0

Claramente, por la linealidad de la operacién de inte-
gracion, la transformada de Laplace es lineal:

L(f(t)) = F(s), L(g(t)) = G(s)
= L(af(t) + by(t)) =aF(s) + bG(s),
Dada la transformada F'(s), la operacién mediante la cual

se recupera la funcién f(t) se llama la transformada in-
versa de Laplace £~

2
a,beR @

L7HF(s) = f(t) (3)
Al igual que £, £~! es un operador lineal:
LTH(F(s)) = f(t), L7H(G(s)) = g(t) )
= L7 (aF(s) + bG(s)) =af(t) +bg(t), a,beR

1.2. Transformada de la derivada

La transformada de Laplace es util para resolver ecua-
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes ya
que permite transformar una ecuacion diferencial para
una variable z(t), en una ecuacién algebraica para su
transformada £(x(t))!.

1La transformada de Laplace también se puede aplicar a sis-
temas, en cuyo caso se obtiene una ecuacién algebraica para la
transformada de Laplace de cada una de las variables dependientes

N

(1)) = / T ety di (5)
L) = [ 0] +s / Tetpmde (6)

Lo cual se reduce a:
| £(7'(1) = s£(f (1) — F(0)] (7)

Aplicando sucesivamente esta formula, se puede de-
mostrar que la transformada de la enésima derivada
esta dada por:

L] =s"L(f)

(8)

= [fT70) + sf2(0) + -+ 5"y (0)]
1.3. Convolucién
La convolucién de dos funciones f(t) y g(t) se define
como:
(f*g)(t /ft—T dT_/f gt —7)d7 (9)

La utilidad de la convolucién para resolver transformadas
inversas de Laplace esta en que, si tengo:

LTHF(s) = f(t), LTHG(s)) = g(t)

Entonces, la transformada inversa del producto F(s)G(s)
esta dada por:

(10)

- Pablo Marchant Campos

L7H(F(5)G(s)) = (f * 9)(1) (11)
2Para este desarrollo, supongo que f(t) es tal que:
tlingo fe st =0, s>0
r
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1.4. Transformadas Comunes
h(t) H(s) = L(A(t))
A continuacién se presenta una tabla con transfor-
madas de Laplace que aparecen comunmente. af(t) +bg(t) | aF(s)+ bG(s)
" f(t) (—1)"F ™) (s)
f(t) F(s) = L(f(t))
. e SUF — [f0D(0) 4+ 57 £(0)]
C S s>0
! f@)/t / F(o)do
t" T, $>0,n=12,... s
: [ smar | F
td IELquL), s>0,qgeR 0 5
F
at 1 f(at) (|Z/|a)
e , §>a
(s —a)
at
n at n! € f(t) F(S - a)
— =1,2,...
e (s —a)" T’ sz 0m=12
sin(at) ——
st 2. Problemas
t S
cos(at) T a2 -
: 2
tsin(at) _2—2_2( B _g Z ) Encuentre la transformada de Laplace de la funcion:
2 2
t t = t)y=t", neR*t
cos(at) 71 a7 f(t)
at o3 b
e sin(bt) (s—a)+b° 2.2.
et cos(bt) —a Resuelva con la transformada de Laplace la ecuacién
(s —a)® + b? diferencial:
" 2 / =t 2t
sinh(at) —2a—2' Y + Y + Y €
s°—a . - o
Sujeta a las condiciones iniciales:
h(at -
cosh(at) 2 _ a2 B

N

1.5. Propiedades Importantes

Algunas de las propiedades mas importantes de la
transformada de Laplace se listan a continuacién. Para
todas ellas se tiene F'(s) y G(s) como las transformadas de
Laplace de f(t) y g(t) respectivamente, y a,b constantes
reales:

2.3.

Ocupando la transformada de Laplace, encuentre la
solucién particular de:

Y —y' =2y = e cos(t)

Que satisface las condiciones iniciales:

7

Pablo Marchant Campos
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2.4. Luego, usando integracién por partes, obtengo una

Resuelva el PVI: relacién entre T'(n + 1) y T'(n):
2 0<t<4 F'n+1 :/ ue " du 18
3y 42y = cos(2t) <t<A4dm ( ) . (18)
0 4 < t o)
P(n+1) = (—u"e™™)[5° + n/ u" e "du  (19)
y(0)=0, y'(0)=0 0
‘ I'(n+1)=nl(n) ‘ (20)
2.5 Y como I'(1) = 1, la relacién (16) es vélida.
Ocupando la transformada de Laplace, resuelva, el sis- Entonces, para n € R, se tiene?:
tema: Tt 1)
" n
L") = — 5 (21)
@) 1 2 x1 cos(t)
= + Y para el caso particular de n € N:
@ 2 1 To sin(t) - ol
L0 = (22)

Que satisface las condiciones iniciales:

21(0) =0, 5(0) =0 3.2,
Parto aplicando la transformada de laplace a la
3. Soluciones ecuacion:
s2L(y) — (' (0) + sy(0)) + 25L(y) — 2y(0)
3.1. 1 (23)
) + L(y) = G=22
La transformada esta dada por la integral: (s—2)
o0 Aplicando las condiciones iniciales obtengo:
F(s) = / et dy (12) :
Con el cambio de variable st = u,sdt = dwu la integral
o ] 9 1
se puede escribir como: L(y)(s“+2s+1)= oo +s+2 (25)
1 < 1 s+2
F(s) = —/ ue "du (13) L(y) = 2
st Jo ) (s2+2s+1)(s—2)2  (s2+2s+1) (26)
1 e 1 1 542
F(s) = / ur D teu qy 14 L(y) = 27
(#) st o 14 W) (s+1)2(s—2)2  (s+1)2 27)
La integral es una funcién especial llamada I'(n+1). Esta Lo cual se puede escribir como:
funcién esta definida como:
- L(y) = Fi(s) + Fa(s) (28)
L(n) = / u" e " du (15) Con:
0 1
La funcién I'(n) para el caso de n € N, satisface: Fi(s) = (s+1)2(s — 2)2 29)
5+ 2
I'(n)=(n—-1)! 16 F =
[T(n) = (n—1)!] (16) 2(5) =011y
Para demostrar esto, se calcula primero P(l): 3Por simplicidad, considero el resultado para n € Rt ya que
o la funcién I'(a) se indefine para a = 0,—1,—2,.... Sin embargo,
- —u o el resultado que se obtiene también es vélido para n = 0, y para
F(l) - /0 e tdu=1 (17) valores negativos no enteros
N 'd
- Pablo Marchant Campos .
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Procedo a resolver las transformadas inversas para cada Cuya solucién es:
una de estas funciones, f1(t) y f2(t). La solucién para y(t)
serd entonces simplemente la suma de estas dos funciones. o= 2 = _ 2 (37)
27’ 27
Fi(s): Expando en fracciones parciales: Se tiene entonces que:
1
—_— = 2/27 1/9 2/27 1/9
1)2(s —2)2 F = — 38
(S+ ) (S ) (30) 1(5) S+1 (8+1)2 5—2 (8—2)2 ( )
a b c d
+ S+ + -
s+1 (s+1)? s-2 (s-2) De lo cual resuelvo inmediatamente la inversa:
1
(s+1)%(s—2)% 2 1 2 g 1y
)= —<e "+ —te”" — —<e”" + —te 39
a(s+1)(s —2)? b(s — 2)? a1 H®) 27 9 27 9 (39)
12627 " Gr -2z OV
2 2
(s +1)(s = 2) d(s +1) Fy(s): Tengo al expandir en fracciones parciales:
(s+1)2(s—2)2  (s+1)%(s—2)2
» 5+2 a b
Igualando los numeradores, obtengo una ecuacién para TESIE = ) + G 1)? (40)
los coeficientes que se debe cumplir para todo s:
s+2 a(s+1)+0 (41)
L=a(s+1)(s —2)* + b(s — 2)? (32) (s+1)2 (s +1)2
20 2
te(s +1)%(s —2) +d(s +1) Igualando los numeradores queda:
Eligo entonces s de modo que resulte sencillo resolver los
cocficientes. s+2= a(s+1)+0b (42)
s+2= as+a+b (43)
n5=2
1 De lo cual tengo el sistema:
1=9d, d=g (33)
1 =a
44
1 a=1, b=1 (45)
1=9b, b= 9 (34)
Por lo cual:
Con esto, he resuelto d y b, pero aun no tengo los valores 1 1
de a y ¢, sino que solo la ecuacién: Fy(s) = i1 + G2 (46)
1
L=a(s+1)(s —2)" + 5(5 -2)? (35) De lo cual obtengo inmediatamente la inversa:
35
1
2. 1 2
te(s+ 1) (s -2+ 5(s +1) () =ct e (47)
Tomo dos valores distintos de s con lo cual obtendre un Por lo tanto. t £ esta dad )
sistema para ay ¢. Con s =1y s =0 queda: or lo tanto, tengo que y(t) esta dado por:
1 4 t) = fi(t) + fa(t 48
1=20 4} et - g y()2f1() 1f2() (48)
36) —t —t 2t 2t
4 1 ( )= —<e "+ —te " — —e” + —te 49
1=4a+ = —2c+ = v 27 9 27 9 (49)
9 9
r
- Pablo Marchant Campos .
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3.3. m s =—1
Aplico la transformada de Laplace a ambos lados de la —4=c-(=3)-(17), c= i (59)
ecuacion: 51
n = 2
Ly —y —2) = L eos(t)  (50) |
-3 —1=d-(3)-(2), d=-= (60)
Ly") — L) —2L(y) = —— 2 51 ’
") — L) (v) G-t (51) 6
m s =3+
Desarrollo ahora el lado izquierdo de la expresion:
i= (@(3+1) +b)(1+i)(4+1) (61)
s?L(y) — (y'(0) + sy(0)) i = (3a + ia + b)(3 + 5i) (62)
-3 52 . ) ) )
— sL(y) +y(0) — 2L(y) = ( _'93)2+1 (52) i = 9a+ 15ia + 3ia — 5a + 3b+ 5ib (63)
5 5 i = (4a + 3b) + i(18a + 5b) (64)
2 S~
Ly)(s” —s=2)—s+2= (s—3)2+1 (53) Igualando parte real e imaginaria obtengo un sistema
para a y b:
Por lo tanto se tiene: 0 —4a + 3b
5s—3 _ (65)
Ly)(s—2)(s+1)—(s—2) = ——F— (54) 1 =18a + 5b
(S — 3) + 1 3 2
_ = —, b = —_—— 66
L(y) = S ;L (55) ‘T 17 (66)
(s—2)(s+1)((s—3)2+1) s+1
Asi, (55) queda como:
Ahora obtengo la transformada inversa de L(y). Para el _
segundo término es trivial, pero para el primero, considero L(y) = 35/343 22/117 4/511 — 1/62 ! 1 (67)
una expansioén en fracciones parciales: (s —3)% + s+ 5= s+
53 - L) = B30 =3)+ (5/34)
=2+ D((s— 37 + 1) 0 i P R )
as+b Cc + d (55/51) (1/6)
(s=3)2%+1 (s+1) (s—2) G+1) (s-2)

Para resolver a, b, c y d, desarrollo el lado derecho de la
expresion con lo que obtengo:

s—3
(s=2)(s+1)((s—3)2+1)
(as+b)(s —2)(s+1)+c(s —2)((s —3)? + 1)
(s —=2)(s+1)((s—3)2+1)
dis+1)((s=3)2+1)
(s—=2)(s+1)((s—3)2+1)

+ (57

Tgualando los numeradores, obtengo una ecuaciéon que
debe ser valida para todo s:

s—3=(as+Db)(s—2)(s+ 1)+
c(s=2)((s =32+ 1) +d(s+1)((s —3)*+1)

N

(58)

De lo cual se puede calcular de forma inmediata la trans-
formada inversa:

55

3 5 1
y = et <— cos(t) + — sin(t)> + ﬁe*t — —e*

34 34 6 (69)

3.4.

Utilizando la funcién escalén de Heaviside u(t), la
ecuacién diferencial se puede escribir como:

y" + 3y’ + 2y = cos(2t) — cos(2t)u(t — 4r) (70)

Aplico transformada de Laplace junto con condiciones ini-
ciales,obteniendo:

S

L(y)[s*>+3s+2] = i L (cos(2t)u(t — 4m)) (71)
Eligo entonces s de modo que resulte sencillo resolver los B s L (cos(2t)u(t — 4m)) 9
coeficientes. v = (24+4)(s+2)(s+1)  (s+2)(s+1) (72)
r
- Pablo Marchant Campos .
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Que se puede escribir como: = 5 =24
L(y) = Fi(s) — L (f3(t)) Fa(s) (73) 2= (2ia+b)(2i+2)(2i +1) (80)
2i = (2ia + b)(—2 + 61) (81)
Donde defino: %= —dia—12a — 2b+ 6ib (82)
Fi(s) = S 2i = (—12a — 2b) 4+ i(—4a + 6b) (83)
(s> +4)(s+2)(s +1) o :
1 (74) Tgualando parte real e imaginaria obtengo un sistema
Fy(s) =——— :
2(8) (S+2)(S—|—1) paraayb.
fa(t) =cos(2t)u(t — 4m) 0=—12a—2b (84)
2=—4a+6b
Procedo a obtener las inversas de F; y F» mediante ex- 1 3
i6 fi i iales: =~5 - 10
pansién en fracciones parciales a 20’ b 0 (85)
Fi(s): De modo que:
—s/2 1 1/4 1
(s2+4)(s+2)(s+1) 52 +4 (s+2) (s+1)
as 4 b . d (75) Fu(s) = —s/20 2:3/20 1/4  1/5 &)
2+4 " (s+2)  (5+1) ! P+4 " 244 (s+2) (s+1)
Para resolver a,b,c y d, desarrollo el lado derecho de la Y su inversa es:
expresion con lo que obtengo:
) fi(t) = —21—0 cos(2t) + % sin(2t) + 26_2’5 - %e‘t (88)
(s +4)(s+2)(s+1)
(st D+ +D el + D48 Fa(s) -
(s24+4)(s+2)(s+1) (76) 1 __e b (89)
d(s+2)(s®+4) (s+2)(s+1) (s+2) (s+1)

(s2+4)(s+2)(s+1)

Igualando los numeradores, obtengo una ecuacion que
debe ser valida para todo s:

s=(as+b)(s+2)(s+ 1)+

c(s+1)(s* +4) +d(s+2)(s* +4) (77)

Eligo entonces s de modo que resulte sencillo resolver los
coeficientes.

Para resolver a,b,c y d, desarrollo el lado derecho de la
expresion con lo que obtengo:
1 _a(s+1) +b(s+2)
(s4+2)(s+1)

(90)

(s+2)(s+1)

Tgualando los numeradores, obtengo una ecuaciéon que

debe ser valida para todo s:
l=a(s+1)+b(s+2) (91)

Eligo entonces s de modo que resulte sencillo resolver los

= s=-1 coeficientes.
S=d-(1) (), d=—; (78) *s=-1
1=b (92)
ms=—2
ms=—2
1
—2=c-(-1)-(8), c= 1 (79) “1=a (93)
N (
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De modo que:

-1 1
B =y 5 (54)
Y su inversa es:
falt)y=—e e (95)
Procedo ahora a invertir £(y):
L(y) = Fa(s) = L(f3(t)) Fa(s) (96)
ly(t) = /16) = (fs  fo)(1)| (97)

Resuelvo la convolucion de f3 con fa:
t
(s (0 = [ alr) ot = 7) 7 99)
0

= /t cos(27)u(r — 4m) e~ — 2D 4 1+ (99)
0

0
- {/ cos[27][e” =) —
4r

Una ves resuelta esta integral, se reemplaza el valor de
la convolucién en (97) con lo cual se obtiene la solucién
particular requerida.

0<t<A4nr

100
e 2 T)dr ar <t )

3.5.

El sistema consiste de dos ecuaciones diferenciales
acopladas:

Ty =11 + 235 + cos(t)
xh = 2x1 + T2 + sin(t)

(101)
(102)
Aplicando la transformada de Laplace a cada una de las
ecuaciones. Para la primera tengo:
L(x)) = L(x1 + 2w2 + cos(t))  (103)

—21(0) + sL(z1) = L(z1) + 2L(z2) + s/(s* + 1)(104)

s
Procediendo de igual forma con la segunda ecuacion
obtengo:

|\

Las ecuaciones (105) y (108) entregan un sistema alge-
braico para L(z1) y L(x2):

—s/(s>+1) (1-3) 2 L(z1)
- (109)
-1/(s*+1) 2 (1—s)] \ L(z2)
Resuelvo para L(x1):
—s/(s*+1) 2
-1/(s*+1) (1—s)
L(z1) = (110)
(1—-y9) 2
2 (1—13s)
B —s(1—s)+2
Lo =G o= (111)
s2—s+2
L@ = G960 (112)
De igual modo para L(z3) se obtiene:
(1—3s) —s/(s>+1)
2 —1/(s*+1)
L(x2) = (113)
(1-29) 2
2 (1—13s)
3s—1
L) = e =96+ 1) (114)

El resto del problema consiste en obtener las transfor-
madas inversas de estas funciones.

Parto resolviendo z;.* Expandiendo en fracciones par-
ciales, busco coeficientes a, b, ¢ y d que satisfagan:

2
L(xh) = L(2x1 + x2 4+ sin(t))  (106) s —5+42 _ostb +-° 4 d (115)
(s241)(s—3)(s+1) s241 s—3 s+1
—29(0) + sL(x2) = 2L(w1) + L(z2) + 1/(s? + 1(107)
1 4A partir de este punto, la funcién X;(s) correspondera a la
T2 1 = 2[,(1'1) + ‘C("EQ)(l - S) (108) transformada de laplace de z;(t), o sea, X;(s) = L(x;(t))

r
- Pablo Marchant Campos .
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Desarrollando el lado derecho se obtiene:

s2—s5+2
(s2+1)(s—3)(s+1)
(as+b)(s—3)(s+1)
(s2+1)(s=3)(s+1)

c(s2+1)(s+1)
(s2+1)(s—=3)(s+1)
d(s>+1)(s —3)
(s2+1)(s—3)(s+1)

(116)

Igualando los numeradores obtengo que las constantes
deben cumplir:

52 —s+2=(as+b)(s—3)(s+1)

) ) (117)

F+e(s*+1)(s+1)+d(s*+1)(s—3)
Que es una ecuacion que se debe cumplir para todo s.
Elijo entonces valores particulares de s que me permitan
resolver facilmente el sistema:

| | 823
1
8 = 40c, c=g (118)
" S = —1
1
4=-8d, d=-3 (119)
" S =1
l—i= (a+ib)(i—3)(i+1) (120)
1—i= (2a—4b)—i(4a + 2b) (121)

Igualando parte real e imaginaria obtengo un sistema

|\

Resuelvo ahora xo. Expandiendo en fracciones parciales,
busco coeficientes a, b, ¢ y d que satisfagan:

3s—1 as+b c d
(s2+1)(s—=3)(s+1) 241 * s—3+ s+1 (126)
Desarrollando el lado derecho se obtiene:
3s—1 B
(s24+1)(s = 3)(s+1)
(as+b)(s—3)(s+1) c(s2+1)(s+1) (127)

(s2+1D(s=3)(s+1) (2+1)(s=3)(s+1)
d(s* +1)(s —3)
(s2+1)(s—3)(s+1)
Igualando los numeradores obtengo que las constantes
deben cumplir:

3s—1=(as+b)(s—3)(s+1)
+e(s® 4+ 1)(s+ 1) +d(s* +1)(s — 3)

(128)

Que es una ecuacion que se debe cumplir para todo s.
Elijo entonces valores particulares de s que me permitan
resolver facilmente el sistema:

m 5 =3
8=40c, c=< (129)
" S = —1
—d=-8d, d=- (130)
" S =1
3i—1= (a+1ib)(i—3)(i+1) (131)
3i—1= (2a—4b) —i(4a+ 2b) (132)

para a y b: Igualando parte real e imaginaria obtengo un sistema
para a y b:
1 =2a—4b (122) —1=9%2a — 4b (133)
—1=—4a-2b 3~ da—9
5 L (123) 7 1
a=— =——
’ =—— =—— 134
10 10 a=—15 10 (134)
Juntando esto tengo que: Juntando esto tengo que:
L(z1) = 211 53 s+l (124) s2+1 s—=3 s+1
. Por lo que se tiene:
Por lo que se tiene:
7 1 . 14 1
3 1 1 1 %2 =—15 cos(t) — 10 sin(t) + ¢ + ¢ (136)
x1 = — cos(t) — — sin(t) + —e3' — —e* (125)
10 1 5
N\ 'd
- Pablo Marchant Campos .
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1. Materia Para linealizaciones que conduzcan a sistemas diagonaliz-
ables, se tendran 2 valores propios A1, A2, v dos vectores
1.1. Linealizaciéon propios v1 y va, y la solucién en torno al punto de equi-

N

Para determinar cualitativamente el comportamiento
del sistema:

dz
i 1)
E=g(w,y)

Se determinan primero sus puntos de equilibrio. Estos son
soluciones del sistema algebraico:

flz,y) =0

g(x,y) =0 (2)

Considero luego la expansién en serie de potencias de
f(z,y) vy g(z,y) en torno a (zo,yo) mediante la cual la
ecuacion diferencial se puede reescribir como:

a' =flxo,yo] + [ — zo] fa[ro, yo] + [y — yol fylzo, yo] + - -

y' =glzo, yo] + [ — zo]gz[z0, yo] + [ — volgy|zo, yo] + - ..

Si omito términos de orden superior a 1, y utilizo el hecho
de que (z0,y0) es punto de equilibrio obtengo:

=(2 — x0) fz(T0,Y0) + (¥ — yo) fy (20, yo)
=(x — x0)g= (0, Y0) + (¥ — Y0)gy(T0, Yo)

(x — 3:0)’> ((33 — 3:0)>
= J ) )
((y — o) (f g)(xO yO) (v — o)
Donde la matriz Jacobiana esta dada por:

fy($07y0)>

Gy (9007 yo)

Z
/
Y

J(F,9) (@0, yo) = (ff(””O’yO) (5)

9z (9607 yo)

Utilizando como origen el punto (zg,yo) la linealizacién

queda:
() - (o) v () @

librio sera:

(;j) = crv1e™Mt + covpe?t (7)
Que representara el comportamiento del sistema si se
satisfacen las condiciones establecidas por el teorema de
Hartman Grobman (i.e. f y g diferenciables en (zo,yo),
y que la matriz Jacobiana evaluada en (z,yo) no tenga
valores propios ulos o imaginarios puros).

El comportamiento asintético de las soluciones se de-
termina estudiando la parte real de los valores propios.
Estudio primero soluciones para las cuales co = 0!. Ten-

go:
X _ At
= C1v1€
(5) =

Si la parte real de A\; es negativa, las soluciones tenderan
al origen cuando ¢ tiende a infinito. Como el sistema esta
centrado en (zg, yo), esto quiere decir que las soluciones
en la direccién definida por vy son alejadas de (z¢, yo). En
cambio, si la parte real de \; es positiva, las soluciones
en la linea de v; se alejan de (zg,yo) cuando t tiende
a infinito. Estas conclusiones se pueden realizar de igual
forma para ¢; = 0.
Entonces:

(8)

= Re(A1) > 0, Re(A2) > 0: El punto actiia como un re-
pulsor. Si los valores propios tienen parte imaginaria,
entonces las trayectoria tienen forma de espiral.

s Re(\) < 0,Re(A2) < 0: El punto es un atractor. Si
los valores propios tienen parte imaginaria, entonces
las trayectoria tienen forma de espiral.

1Esto corresponda a condiciones iniciales para x e y contenidas
en v1. Recordar que como el sistema contiene solo las primera
derivadas de x e y, los valores iniciales de x e y son datos suficientes
para determinar una solucién particular del sistema

pe

7
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s Re(A) < 0 < Re(A2) o Re(A\1) > 0 > Re(Aq): El
punto es un punto de equilibrio inestable que se com-
porta como un respulsor en la direccién del vector
propio cuyo valor propio tiene parte real es positiva,
y como un atractor en la direcciéon del vector propio
cuyo valor propio tiene parte real negativa.

En resumen, si Ay = a1 +bt y Ay = as — bi, La siguiente
tabla describe el comportamiento en torno al punto de
equilibrio:

ai as b Tipo

>0 >0 b= Repulsor no espiral
>0 >0 b#0 Repulsor espiral
<0 <0 b= Atractor no espiral
<0 <0 b#0 Atractor espiral
>0 <0 b#0 Punto silla
=0 =0 Sin conclusiones

Tambien se pueden clasificar los puntos de equilibrio
segun su estabilidad:

= Estable: Un punto de equilibrio se llama estable si
es que los valores propios del sistema linealizado en
torno a ese punto tienen todos parte real negativa.

= Inestable: Un punto de equilibrio se llama inestable
si al menos uno de los valores propios del sistema lin-
ealizado en torno a ese punto tiene parte real positi-
va.

1.1.1. Competencia

Para modelar la competencia entre dos especies se uti-
liza el sistema:
dzx
T =x(e1 — 012 — a1y)
d (9)
— =x(€2 — o2y — aox
ai (€2 2y 2)
Donde x e y representan el numero de individuos de cada
especie, y las constantes €, o y « dependen de cada especie
y de la interaccion mutua entre estas.
Para resolver estos problemas se buscan puntos de equi-
librio del sistema, lo cual corresponde a resolver:

f(z,y) =x(e1 — 012 —a1y) =0

9(£E7y) = CE(GQ — 02y — 0421[]) -0 (10)

Este sistema tiene cuatro puntos de equilibrio. EI mas
evidente de ellos esta dado por (z,y) = (0,0). Para otro

N

|\

de los puntos de equilibrio, tomo y = 0, y resuelvo (e; —
o1x) = 0 para x. De igual forma, puedo tomar z = 0 y
resolver (e2 — oay) = 0. Para el dltimo punto, resulevo:

61—01$—a1y20 (11)
€2 — 02y —agx =0
O2€1 — (1€2 O1€2 — (2€]

b)
0201 — Qa2(xq

(12)

0102 — Q12

La naturaleza de estos puntos se determina resolviendo
el sistema lineal que aproxima el comportamiento del sis-
tema no-lineal en un punto de equilibrio (zg, yo):

(jﬁ) = J(f,9)(z0,y0) (Z)

Donde la matriz jacobiana esta dada por:

€1 — 20120 — «
I(f.9) = <1 Dy

(13)

—To01
14
€2 — 202Y0 — a25€0) (14)

Si se satisfacen las condiciones establecidas por el teorema
de Hartman Grobman, este sistema representara entonces
el comportamiento del sistema no lineal en la proximidad
del punto de equilibrio.

1.1.2. Presa-Depredador

Para modelar la interaccion entre el niimero de presas
z y el nimero de depredadores y para los cuales existe
una tasa constante de crecimiento a de la poblacién de
presas y una tasa constante de reduccion de la poblacion
de predadores ¢, se tiene:

dz

— =z(a—ay)
dy _ (—c+vx)
dt Y Y

Donde a y v representan la interaccién entre las especies.
Este sistema tiene dos puntos de equilibrio, el mas evi-
dente es (z,y) = (0,0). El otro se obtiene solucionando:

a—ay =20

! (16)
—c+vyr =0
a c

= — = — 17

y=o T (17)

Y el comportamiento en torno a los puntos de equilibrio
se estudia resolviendo la linealizacion del sistema en torno
a cada punto de equilibrio:

<x’ ) B (a — ayo
Yy Yoy

—Tol

) 6)

(18)

- Pablo Marchant Campos
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Para el punto (0,0) se tiene la linealizacién:

! a 0 x
)-G %)) ®
La solucién de este sistema esta dada por:
X _ 1 at O —ct
(y) = (O) e +c (1> e (20)

Por lo cual la solucién en torno a (0,0) es un punto silla
que actua como atractor a lo largo del eje y, y como un
repulsor a lo largo del eje x.

Parala linealizacion en torno al otro punto de equilibrio

se tiene:
(7) = (o 57)C)

Los valores propios de esta matriz son imaginarios, por
lo cual el comportamiento del sistema linealizado no es
necesariamente similar al del no-lineal en la proximidad
al punto de equilibrio.

De todos modos, para estudiar la forma de las trayecto-
rias del sistema linealizado en torno al punto de equilibrio,
tengo:

(21)

¥ =—acy/y (22)
!
Y =yaz/a
dy _(a/a)x (23)
dz (ac/v)y
La solucién a esta ecuacién es:
Y2ax? + ofe? = C (24)

Que representa elipses en torno al punto de equilibrio.
Ahora, si se considera el sistema no lineal se tiene:

dy _ y(—c+z)

= 25
dz  z(a—ay) (25)

Esta es una ecuacién separable cuya solucion es:
a—Iny—ay+clnz —yzr=C (26)

Se puede demostrar que estas soluciones representan cur-
vas cerradas que encierran el punto critico, por lo cual
para este caso, el sistema no-lineal se comporta de for-
ma similar al linealizado, a pesar de que se tienen valores
propios imaginarios.

|\

1.2. Funciones de Liapunov

A continuacién describo el método de las funciones de
Liapunov para clasificar puntos de equilibrio de un sis-
tema de 2 ecuaciones diferenciales (La extensién a sis-
temas mas grandes sigue de forma légica).

Sea (zo, yo) un punto de equilibrio para un sistema de-
scrito por:

% = f(ll?,y)
dy (27)
E = g(:z:,y)

Desplazando el origen al punto de equilibrio queda:?

do

i = f(x + 0,y + yo)

d (25)
d_?; =g(x+ x0,y + o)

Que es una ecuacion diferencial con un punto de equilib-
rio en (0,0). Para estudiar su estabilidad, considero los
siguientes teoremas:

Estabilidad de Sistemas Auténomos: Sea V : R? —
R una funcién diferenciable y positiva definida en una
vecindad del origen. Considero dV(z,y)/dt = V(x,y)
dado por:

ov
V(z,y) = —g(z + 0,y + ¥0)

ov
—f(z + 20,y +v0) + 9y

ox

= Si V(x,y) es negativa definida en una vecindad del
origen, entonces el origen es un punto de equilibrio
asintéticamente estable, es decir, toda trayectoria
converge al origen si t — 0.

» Si V(z,y) es seminegativa definida en una vecin-
dad del origen, entonces el origen es un punto de
equilibrio estable, Es decir, en cierta vecindad del
origen todas las trayectorias convergen al origen.

Inestabilidad de Sistemas Autonomos: Sea V : R? — R
una funcién diferenciable tal que V' (0,0) = 0, y que tenga
un punto (a,b) tal que V(a,b) >0

= Si V(z,y) es positiva definida en una vecindad del
origen, entonces el origen es un punto de equilibrio
inestable.

2 Aqui realizo el cambio de variable:
T2 =T —T0o, Y2=Y—Yo

Sin embargo, para simplificar la notacién utilizo x e y para denotar
tambien estas nuevas variables.

pe
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1.3. Series de Potencias

Normalmente se pueden obtener buenas aproxima-
ciones a las soluciones de una ecuacién diferencial usando
series de potencias.Por ejemplo, si tengo el PVI:

f(yllaylat) = Q(t)7 y(tO) =a, y/(tO) =b (29)

Supongo que y y Q(t) tienen una expansioén en serie de
potencias en torno al punto t = tg:

y(t) = an(t —to)"

o (30)
Q) = Z bn(t —to)"

n=0

Donde los b, quedan determinados por la funcién Q(t),
y los a, se deben resolver para obtener la solucién y(t).
Resuelvo ¢ e y:

y'(t) = > nan(t —to)" (31)
n=0
y'(t)= D nn—an(t —to)" > (32)
n=0
(33)
Que tambien pueden ser escritas como:
y'(t) = > (4 Dania(t—to)" (34)
n=0
") = Y (n+2)(n+ Danga(t—to)"  (35)
n=0
(36)

Si se sustituyen estas expresiones en (29) y se igualan
coeficientes de series de potencias de ¢, entonces es posible
resolver relaciones de recurrencia para los coeficientes a,,.

Para resolver finalmente los valores numéricos de los a,, ,
se utilizan las condiciones iniciales. Utilizando la expre-
sién en serie de potencias de y(t), se obtendra al aplicar
condiciones iniciales que:

b:al

y(0) =a=ag, y'(0)= (37)
Y el resto de los coeficientes se obtiene mediante las rela-

ciones de recurrencia.

|\

2.

2.1.

Problemas

Estudie cualitativamente el comportamiento del sis-
tema:

dz

1 Ty
4y 075y — 052)
dt _y 9 y 9

En el cual x e y representan la cantidad de individuos de
dos especies que compiten por los mismos recursos.

2.2.

Estudie cualitativamente el comportamiento del sis-
temas:

(0,5 — 0,25y — 0,75z)

En el cual x e y representan la cantidad de individuos de
dos especies que compiten por los mismos recursos.

2.3.

Estudie cualitativamente el comportamiento del sis-
temas:
dx dy
— =z(1 - 0,5y)— =
77 Ngr= Y
Para la cual x representa la cantidad presas, e y la canti-
dad de depredadores de estas presas.

(0,75 — 0,25z

2.4.

Usando una funcién de Liapunov apropiada demuestre
que el punto de equilibrio ubicado en (1, 2) de la ecuacién
diferencial:

2= —bx+5—axy?+4dey+y>—4y
Y = —2y+4—a2%y+22%+ 22y — 4z

es asintoticamente estable.

2.5.

Usando una funcién de Liapunov apropiada, demuestre
que el punto de equilibrio (0.5,0.5) de la ecuacién difer-
encial:

d

d_fzx(l_x_y)

dy

—2 =y(0,75—y — 0,5
1z y(0, y —0,5x)

7
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(la misma del problema 1) es asintoticamente estable. = (0,0.75):
a 0.25 0 x
26 ()= (3 ) () @

Obtenga dos soluciones LI en forma de serie de poten-
cias en torno a ty = 0 de la ecuacién diferencial de Airy:

y'—ty=0

3. Soluciones

3.1.

Los puntos de equilibrio del sistema son
(0,0),(1,0),(0,0.75) y (0.5,0.5). Procedo a estudiar
la linealizacion del sistema en torno a estos puntos:

= (0,0):
z’ 1 0 x
0)=0 o)) o
La solucién de este sistema es:
T\ _ 1\ 0\ o.75¢
(y) = (O) e" + co <1> e (39)

Por lo tanto, el punto actua como un repulsor en las
direcciones de ambos ejes coordenados.

En cuanto a estabilidad, ambos valores propios del
sistema linealizado son positivos, por lo cual el punto
de equilibrio es inestable.

= (1,0):
z -1 -1 T
-0 o)) W
La solucién de este sistema es:
Ty _ 1\ ¢ 4 0.25¢
(y) = (O) e '+ co (_5) e (41)

Por lo tanto, es un punto de equilibrio inestable que
actua como atractor en la direccién definida por el
eje x, y como un repulsor en la direccién definida por
el vector (4, —5).

En cuanto a estabilidad, un valor propio del sistema

N

La solucién de este sistema es:

()-a(S)emen()er

Por lo tanto, es un punto de equilibrio inestable que
actua como atractor en la direccién definida por el
vector (8,—3), y como un repulsor en la direccién
definida por el eje y.

En cuanto a estabilidad, uno de los valores propios
del sistema linealizado es positivo, por lo cual el pun-
to de equilibrio es inestable.

= (0.5,0.5):

()= (s 203) ()

La solucién de este sistema es:

(2) = (Y2) s (VF) vt

(44)

Y -1

Ambas exponenciales son negativas, por lo cual se
tiene un punto de equilibrio atractor.

En cuanto a estabilidad, ambos valores propios del
sistema linealizado son negativos, por lo cual el punto
de equilibrio es estable.

Juntando estos resultados, puedo esbozar el compor-
tamiento del sistema no-lineal, que se muestra en el plano
fase x — y de la figura 1.

De la gréfica se observa que la cantidad de ambas pobla-
ciones tiende a un nimero estable en el cual ambas con-
viven.

3.2.

Los puntos de equilibrio del sistema son
(0,0),(1,0),(0,2) y (0.5,0.5). Procedo a estudiar la
linealizacién del sistema en torno a estos puntos:

] (0,0)

linealizado es positivo, por lo cual el punto de equi- ' 1 0 T
librio es inestable. v )~ \0o 05)\y (46)
r
- Pablo Marchant Campos .
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Figura 1: Diagrama de pendientes en el plano de fase
x — y para el sistema del problema 2.1

go o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X

La solucién de este sistema es:

s (eral)e o

Por lo tanto, el punto actua como un repulsor en las
direcciones de ambos ejes coordenados.

En cuanto a estabilidad, ambos valores propios del
sistema linealizado son positivos, por lo cual el punto
de equilibrio es inestable.

' -1 -1 T
W)= o))
La solucién de este sistema es:

(st

Por lo tanto, el punto actiia como un atractor en las
direcciones definidas por los vectores (1,0) y (4, —3)

(1,0):

En cuanto a estabilidad, ambos valores propios del
sistema linealizado son negativos, por lo cual el punto
de equilibrio es estable.

|\

W) =55 0) () e

La solucién de este sistema es:

(s o

Por lo tanto, el punto actiia como un atractor en las
direcciones definidas por los vectores (0,1) y (1, 3).

En cuanto a estabilidad, ambos valores propios del
sistema linealizado son negativos, por lo cual el punto
de equilibrio es estable.

= (0.5,0.5):

()= (s o) () o

La solucién de este sistema es:

: P
—(5+V/57)t/16
ver (Lo Ve
Este resultado es, aproximadamente:
Ty o 1 0.16t
<y>“cl<—132>e
(54)

1Y -
+Qcmaeqm

Por lo tanto, se tiene que en la direccién definida por
(1,—1.32) el punto actia como un repulsor, pero en
la direccién dada por (1,0.57), el punto actia como
un atractor.

En cuanto a estabilidad, uno de los valores propios
del sistema linealizado es positivo, por lo cual el pun-
to de equilibrio es inestable.

Juntando estos resultados, puedo esbozar el compor-
tamiento del sistema no-lineal, que se muestra en el plano
fase x — y de la figura 2.

De la gréafica observo que ambas especies no pueden
convivir ya que para distintas condiciones iniciales, todas
las soluciones hacen tender una de las poblaciones a cero.

pe
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Figura 2: Diagrama de pendientes en el plano de fase Figura 3: Diagrama de pendientes en el plano de fase
x — y para el sistema del problema 2.2 x — y para el sistema del problema 2.3

N

3.3.

Tengo que los puntos criticos del sistema estén en (0, 0)
y (3,2). Segin el andlisis hecho en la seccién previa so-
bre el modelo presa-depredador, se tiene que el sistema
se comportara como un punto de equilibrio inestable en
torno al origen, siendo atractor a lo largo del eje y,y re-
pulsor a lo largo del eje x. Con esto se pueden esbozar las
soluciones al sistema (ver figura a la derecha).

Juntando estos resultados, puedo esbozar el compor-
tamiento del sistema no-lineal, que se muestra en el plano
fase x — y de la figura 3.

3.4.

Primero desplazo el origen de la ecuacién diferencial al
punto de equilibrio, realizando el reemplazo:

r—x+1l, y—y+2 (55)

Con lo cual obtengo:
= —x—uxy? (56)
y'= —y-a’y (57)

Pretendo construir una funcion de Liapunov de la forma:

V(z,y) = ar® + bry +cy?, a>0, 4ac—b*> >0 (58)

Donde las condiciones fijadas sobre las constantes a,b y
¢ son necesarias para que V(z,y) sea positiva definida.
Si el origen (recordar que (1,2) se desplazo al origen)
es un punto equilibrio asintéticamente estable, entonces
debe existir una funcién de Liapunov tal que V(x, y) sea
negativa definida. Entonces busco coeficientes a,b y ¢ tal
que V(z,y) cumpla con esto®.

Calculo (V)(z,y):

V = (2az + by)(—z — 21?) + (bx + 2¢y)(—y — 22y) (59)
V = —[2a(2? + 2%y%) + b(2zy+ay® + 23y)

+ 2¢(y* + 2%y?)] (60)

De aqui se ve que basta tomar b = 0 y a, ¢ como cualquier
par de constantes positivas para construir la funcién de
Liapunov necesaria, con lo cual se demuestra que (1,2)
es un punto de equilibrio asintéticamente estable del sis-
tema.

3Hasta este punto, no existe nada que me afirme que hay una
funcién de Liapunov de la forma indicada, pero de encontrarse co-
eficientes a,b y c tales que a > 0, dac —b> >0y V sea negativa
definida, entonces se habra demostrado lo pedido
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3.5.

Primero desplazo el origen al punto de equilibrio con lo
cual obtengo la ecuacion diferencial:

(61)
(62)

= —052z—0.5y— 22—y
y' = —0.252 — 0.5y — 0.5zy — >

Veo si V = 22 + 42 es una funcién de Liapunov apropi-
ada que permita verificar que el punto de equilibrio es
asintoticamente estable. Calculo V:

V = — (22 4 1.5zy + y?) — (22° 4 222y + zy? + 24%) (63)

Donde separe los términos cuadraticos de los ciibicos. No-
to que:

(@® + 152y +9°) = 0.25(2” + y*) + 0.75(x +y)*  (64)

Por lo tanto, los términos cuadraticos en 63 dan un aporte
negativo a V, de modo que para que V sea negativa defini-
da en una vecindad del origen, basta demostrar que la
siguiente inecuacién es vélida en alguna vecindad del ori-
gen:

0.25(22 + y?) + 0.75(x + y)?|
> |22% 4 222y + xy® + 2¢°

(65)

Para llegar a un resultado util, utilizo coordenadas po-
lares:

x=rcos, y=rsind (66)

Desarrollando con esto el lado derecho de la inecuacion
(65) se obtiene:

1223 4 222y + xy? + 297

= 73|12 cos® 6 + 2 cos? O sin § + cos O sin” O + 2sin® )|

< 13(2| cos® 0] + 2| cos® O sin ] + | cos O sin? ] 4 2| sin® )
<73

Por lo tanto, para que se cumpla (65), basta que se cumpla
la inecuacion mas restringida:

|\

3.6.

Considero la expansién en serie de potencias de y en
torno a tg = 0 junto con su segunda derivada:

y(t) = Z ant™ (69)
n=0
") = > (n+2)(n+ Dangalt—to)"  (70)
n=0
(71)

Reemplazando esto en la ecuacion diferencial obtengo:

Z ant"tt =0 (72)

Zan 1t

2a9 + i[(n +2)(n+ Dapia —an—1t" =0 (74)

n=1

oo

Z(n +2)(n+ 1)an2t"
n=0

2a2—|—z (n+2)(n+ 1ap4ot™

n=1

(73)

Igualando coeficientes de la serie de potencias a cero
obtengo el valor de az = 0, junto con una relacién de
recurrencia para los coeficientes:

Gp—1

(n+1)(n+2) (75)

Ap42 =

Utilizando la relacion de recurrencia se puede ver inmedi-
atamente que los términos de la forma agy 3, son iguales
a cero. Todos los otros términos se pueden resolver en
términos de ag y a;.
Para resolver los términos de la forma as, ocupo ag:
ao

as ag

SERE CTEHE - OEee
Lo cual sugiere la formula general:
asp = - —1)+1] (77)

De igual manera para los términos de la forma as, 41 los
resuelvo en términos de ag:

|0.25(z” + y?)| < 7r® (67) ar as ao
2 3 a4 = ——~ <, 0 = = (78)
0.25r2 < Tr (68) (3)(4) 6)(7)  (3)(4)(6)(7)

Esta inecuacion es valida para r < 1/28, por lo tanto, al Lo cual sugiere la formula general:

menos en un disco de radio 7 = 1/28 en torno al origen, se n

puede afirmar que V es negativa definida, y por lo tanto a3n4+1 = H —1)+ 2] (79)

el punto de equilibrio es asintéticamente estable. T k=1
N\ 'd
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Y la solucién general a la ecuacién diferencial se obtiene
como:
t3n n
y—ao+a19c+nz1 el H[3(k— 1) +1]
- n (80)
a1t3n+1
Z:: 3n+1) '
Para  obtener dos soluciones LI, elijo una
tomando a9 = 1,404 = 0 y la otra tomando
apg = 0,(11 =1:
=2 gy LB
- 1)+2]
Y2 =x+ Z (3n+1)! )+
k:l
N 'd
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